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Krachen und Heulen und berstende Nacht,
Dunkel und Flammen in rasender Jagd –
Ein Schrei durch die Brandung!
Und brennt der Himmel, so sieht man’s gut:
Ein Wrack auf der Sandbank! Noch wiegt es die Flut;
Gleich holt sich’s der Abgrund.
Nis Randers lugt – und ohne Hast
Spricht er: ”Da ha¨ngt noch ein Mann im Mast;
Wir mu¨ssen ihn holen.“
Da faßt ihn die Mutter: ”Du steigst mir nicht ein!
Dich will ich behalten, Du bliebst mir allein.
Ich will’s, Deine Mutter!
Dein Vater ging unter und Momme, mein Sohn;
Drei Jahre verschollen ist Uwe schon,
Mein Uwe, mein Uwe!“
Nis tritt auf die Bru¨cke. Die Mutter ihm nach!
Er weist nach dem Wrack und spricht gemach:
”Und seine Mutter?“
Nun springt er ins Boot und mit ihm noch sechs:
Hohes, hartes Friesengewa¨chs;
Schon sausen die Ruder.
Boot oben, Boot unten, ein Ho¨llentanz!
Nun muß es zerschmettern! Nein: Es blieb ganz!
Wie lange? Wie lange?
Mit feurigen Geißeln peitscht das Meer
Die menschenfressenden Rosse daher;
Sie schnauben und scha¨umen.
Wie hechelnde Hast sie zusammenzwingt!
Eins auf den Ru¨cken des anderen springt
Mit stampfenden Hufen!
Drei Wetter zusammen! Nun brennt die Welt!
Was da? Ein Boot, das landwa¨rts ha¨lt!
Sie sind es! Sie kommen!
Und Auge und Ohr ins Dunkel gespannt.
Still – ruft da nicht einer? Er schreit’s durch die Hand:
”Sagt Mutter, ’s ist Uwe!“
Nis Randers, Otto Ernst

Abstract
In recent years the development has shown that offshore wind turbines repre-
sent an innovative way of utilization of natural energy resources. For prevai-
ling water depths of 10 m to 40 m for wind energy farms in Europe and hub
heights of up to 100 m above sea level offshore wind turbines are exposed
to load due to extreme waves and strong wind gusts as well as to long-term
load due to combined influence of stochastic sea state and turbulent wind.
In this work an overview for modelling sea state and wind and for modelling
the structure of an offshore wind turbine is given.
In detail, loading on the tower structure due to extreme waves is analy-
zed. First, the wave kinematics are modelled based on the potential flow
theory with free surface evolution. The associated differential equation sy-
stem is transformed to a boundary representation and then discretized by a
higher-order boundary element method (BEM). By stepwise solution by the
boundary element method in space and time the temporal evolution (shape,
kinematics) of extreme waves, for which usual wave theories are not applica-
ble anymore, can be modelled.
To describe the pressure impact when an extreme wave hits a cylindri-
cal tower structure, a finite-volume – volume-of-fluid method (FVVOF), by
which the Navier-Stokes equations are discretized, to model a two-phase flow
(water-air) in time domain is applied. First, the transient wetting of a circu-
lar cross-section during the hitting of an even water front and the associated
pressure distribution along the circumference are analyzed (2D model). Fur-
ther on, the transient pressure evolution on a cylinder surface due to an
extreme wave impact and resulting reaction forces for the cylinder are deter-
mined (3D model); the FVVOF model is thereby initialized with a solution
from the boundary element method. The cylinder load due to extreme waves
in deep and in shallow water is faced.
In order to consider the long-term load of offshore wind turbines due to
combined load of stochastic sea state and turbulent wind the global structure
is modelled as a three-dimensional beam structure and discretized by the
finite element method (FEM). Nodal degrees of freedom are formulated in a
global cartesian coordinate system. The kinematics from waves and wind are
transferred to the acting forces by the morison equation for the sea state and
by a dynamic stall model, that keeps into account the transient local effects
at the rotor blades for different regimes of the angle of attack (linear regime,
stall regime, post-stall regime), for the wind.
Further on, the effect of coupling of different degrees of freedom for the rotor
blade system is analyzed. Due to the rotation the rotor blade structure is
subjected to gyroscopic damping. The rotor blade structure is discretized by
the finite element method. Eigenvalues and associated eigenforms are deter-
mined for typical rotation frequencies of offshore wind turbine rotor blade
systems and the order of experienced deformation of the coupled degrees of
freedom is assessed. It is assessed wether the experienced deformation of the
coupled degrees of freedom is sufficiently small to be neglected when model-
ling the overall structure of an offshore wind turbine as a three-dimensional
beam model.
Kurzfassung
Die Entwicklung der letzten Jahre hat gezeigt, daß Offshore-Windkraftanlagen
eine innovative Form der Nutzung natu¨rlicher Energieressourcen darstel-
len. Bei fu¨r Standorte in Europa vorherrschenden Wassertiefen zwischen 10
und 40 m und Turmho¨hen bis zu 100 m u¨ber Meeresspiegel sind Offshore-
Windkraftanlagen der Belastung durch extreme Wellen und Starkwindbo¨en
sowie der Langzeitbelastung aus kombinierter Einwirkung von Wellen und
Wind ausgesetzt. In dieser Arbeit wird ein U¨berblick u¨ber die Modellierung
der Einwirkungen Seegang und Wind und die Modellierung des Tragwerks
Offshore-Windkraftanlage gegeben.
Es wird dabei im besonderen die Belastung der Tragstruktur durch Extrem-
wellen behandelt. In einem ersten Schritt wird die Wellenkinematik mit der
Annahme einer Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨chenentwicklung model-
liert. Das beschreibende Differentialgleichungssystem wird auf eine Randfor-
mulierung transformiert und anschließend mit einer ho¨herwertigen Randele-
mentemethode diskretisiert. Durch die schrittweise Lo¨sung mit dem Randele-
menteverfahren in Orts- und Zeitrichtung kann auch die zeitliche Entwicklung
(Form, Kinematik) von Extremwellen, fu¨r die ga¨ngige Wellentheorien nicht
mehr anwendbar sind, modelliert werden.
Um den Vorgang des Druckschlags beim Auftreffen einer Extremwelle auf
eine Zylinderstruktur zu beschreiben, wird ein Finite-Volumen – Volume-
of-Fluid-Verfahren (FVVOF), mit dem die Navier-Stokes-Gleichungen dis-
kretisiert werden, zur Repra¨sentation einer Zweiphasenstro¨mung (Wasser-
Luft) im Zeitbereich gewa¨hlt. Zuna¨chst werden die transiente Benetzung ei-
nes Kreisquerschnittes beim Auftreffen einer ebenen Wasserfront und die
zugeho¨rige Druckverteilung auf dem Kreisrand analysiert (2D-Modell). Des-
weiteren wird fu¨r eine Zylinderstruktur die transiente Druckverteilung auf der
Zylinderoberfla¨che infolge Extremwelleneinwirkung bestimmt und daraus re-
sultierende Schnittgro¨ßenverla¨ufe ermittelt (3D-Modell); das FVVOF-Modell
wird dabei mit einer Lo¨sung aus der Randelementemethode initialisiert. Es
werden die Zylinderbelastungen durch Extremwellen im Tiefwasserbereich
und Flachwasserbereich gegenu¨bergestellt.
Fu¨r die Erfassung der Langzeitbelastung von Offshore-Windkraftanlagen bei
kombinierter Belastung durch stochastischen Seegang und turbulenten Wind
wird die Gesamtstruktur mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) als drei-
dimensionales Balkentragwerk abgebildet. Hierbei werden die Freiheitsgrade
aller Finite-Element-Knoten in einem globalen kartesischen Koordinatensy-
stem formuliert. Die U¨bertragung von kinematischen Gro¨ßen aus Wellen und
Wind auf die Kraftwirkung erfolgt hierbei fu¨r den Seegang durch die Morison-
Gleichung und fu¨r die Anstro¨mung des Rotorsytems durch ein Dynamic-
Stall-Modell, welches das transiente Anstro¨mungsverhalten fu¨r unterschied-
liche Anstellwinkelbereiche (linearer Bereich, Stallbereich, Post-Stallbereich)
wiedergibt.
Es wird zudem der Effekt der Kopplung von Freiheitsgraden fu¨r das Teily-
stem Rotorblatt analysiert. Durch die mittlere Drehgeschwindigkeit erfa¨hrt
die Rotorblattstruktur eine gyroskopische Da¨mpfung. Das System Rotorblatt
wird unter Anwendung der Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Es wer-
den fu¨r bei Offshore-Windkraftanlagen ga¨ngige mittlere Rotordrehfrequen-
zen gekoppelte Eigenwerte und zugeho¨rige Eigenformen ermittelt und die
Gro¨ßenordnung der auftretenden Verformungen der gekoppelten Freiheits-
grade bewertet. Es wird abgescha¨tzt, ob die auftretenden Verformungen der
gekoppelten Freiheitsgrade ausreichend klein sind, um bei der Modellierung
des Gesamtsystems Offshore-Windkraftanlage als dreidimensionales Balken-
modell vernachla¨ssigt werden zu ko¨nnen.
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Im Zuge der versta¨rkten Nutzung regenerativer Energien stellt die Bemes-
sung von Offshore-Windkraftanlagen hohe Anforderungen an die realistische
Erfassung der Einwirkungen und des Tragverhaltens.
Offshore-Windkraftanlagen sind hohe schlanke Bauwerke, die durch die Ro-
torstruktur einer starken Windbelastung bei großen Turmho¨hen ausgesetzt
sind. Die Belastung durch Seegang fu¨hrt bei einer geplanten Nutzungsdauer
von 20 bis 25 Jahren zu einer erheblichen zusa¨tzlichen Beanspruchung mit
hohen Lastspielzahlen von Gro¨ßenordnungen bis zu 109.
Vor diesem Hintergrund ist eine Beurteilung des Langzeitverhaltens erforder-
lich, um hieraus Aussagen u¨ber die zu erwartende Materialermu¨dung tref-
fen zu ko¨nnen. Es ist zu analysieren, inwieweit sich nichtlineare U¨bertra-
gungsmechanismen bei der Kraftwirkung infolge Seegang oder bei der Ro-
toranstro¨mung durch turbulenten Wind in der Strukturreaktion widerspie-
geln. Einen weiteren zu untersuchenden Mechanismus stellt die Anregung
der Turmstruktur infolge Rotordrehung dar. Auf die Rotorstruktur wirken
wegen der Rotation Corioliskra¨fte, deren Einfluß auf das dynamische Rotor-
blattverhalten abgescha¨tzt werden soll.
Eine Extrembelastung der Turmstruktur tritt dann ein, wenn eine Extrem-
welle mit großer Wellenho¨he und steiler Wellenfront die Turmstruktur pas-
siert. Dabei sind zwei Teilaspekte zu beru¨cksichtigen. Erstens stellt sich die
Frage, welche Aufsteilung Extremwellen unter Beachtung der vorhandenen
Nichtlinearita¨ten in ihrer zeitlichen Entwicklung erfahren. Zweitens ist der
Prozeß des Druckschlags beim Auftreffen einer Extremwelle auf die Turm-
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struktur zu beschreiben und zu analysieren. Beim Auftreffen einer Extrem-
welle auf die Turmstruktur kommt es an der Turmstruktur zu einer starken
Verformung der freien Oberfla¨che der Welle. Diese starke Verformung der
freien Oberfla¨che soll bei der Modellierung miterfaßt werden.
1.2 Gliederung der Arbeit
Nach dieser Einleitung wird in Kapitel 2 ein U¨berblick u¨ber die ga¨ngigen Ver-
fahren zur Modellierung von Offshore-Windkraftanlagen gegeben. Die maß-
gebenden Belastungen, denen Offshore-Windkraftanlagen ausgesetzt sind, re-
sultieren aus den Einwirkungen Wellen und Wind.
Es wird auf die Ermittlung der Wellenkinematik durch Wellentheorien einge-
gangen, wobei die Darstellung von stochastischem Seegang gemeinhin durch
die Anwendung der Airyschen Wellentheorie erfolgt. Fu¨r die Energievertei-
lung von Seegang im Frequenzbereich werden die etablierten Verteilungs-
funktionen (Seegangsspektren) angegeben. Weiterhin ist der Zusammenhang
zwischen Seegangskinematik und Kraftwirkung auf hydrodynamisch schlanke
zylindrische Bauwerke erla¨utert.
Zur Beschreibung des Windes in der atmospha¨rischen Grenzschicht wird
die Aufteilung der Windstro¨mung in einen konstanten mittleren und einen
zeitabha¨ngigen turbulenten Anteil gezeigt. Die fu¨r die Turbulenzmodellierung
verwendeten Gro¨ßen werden dargestellt. Es wird auf die typische spektrale
Energiedichteverteilung der Windturbulenz eingegangen.
Der Aspekt der Rotorblattanstro¨mung wird unter dem Gesichtspunkt der in-
stationa¨ren Anstro¨mung und der Stro¨mungsablo¨sung bei hohen Anstellwin-
keln betrachtet. Dabei wird die Pha¨nomenologie des dynamischen Stalls und
die Auswirkung auf das Auftriebsverhalten bei der Rotorblattanstro¨mung
geschildert.
Fu¨r die Modellierung des Gesamttragwerks Offshore-Windkraftanlage wer-
den unterschiedliche Herangehensweisen der Darstellung im Zeitbereich auf-
gefu¨hrt, wobei die unterschiedlichen Modelle alle auf der Annahme einer Bal-
kenformulierung beruhen.
Es werden zurzeit existierende Modelle zur Beru¨cksichtigung der lateralen
Nachgiebigkeit des Meeresbodens dargestellt.
In Kapitel 3 wird die Modellierung von Extremwellen und des damit in Zu-
sammenhang stehenden Druckschlags, dem Offshore-Windkraftanlagen beim
Auftreffen von Extremwellen unterliegen, beschrieben. Zuna¨chst wird eine
Abgrenzung zwischen Tiefwasser- und Flachwasserbereich aufgefu¨hrt. Des-
weiteren wird das Brecherkriterium fu¨r den Tiefwasserbereich und fu¨r den
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Flachwasserbereich genannt, was zu einer Abgrenzung des Anwendungsbe-
reiches der ga¨ngigen Wellentheorien fu¨hrt.
Um auch das Verhalten von Extremwellen erfassen zu ko¨nnen, die mit Wel-
lentheorien nicht mehr beschrieben werden ko¨nnen, wird das die Wellenphy-
sik (Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨che) beschreibende Differentialglei-
chungssystem mit einer Randelementemethode (BEM) diskretisiert. Das Dis-
kretisierungsverfahren wird im Detail hergeleitet. Es wird im weiteren eine
Simulationsberechnung fu¨r eine extreme Flachwasserwelle durchgefu¨hrt.
Das Auftreffen einer Extremwelle stellt fu¨r Offshore-Windkraftanlagen einen
Druckschlag dar, dem ein Festko¨rper beim Eintauchen in ein Fluid unterliegt.
Der Druckschlag wird unter Anwendung eines Finite-Volumen – Volume-
of-Fluid Verfahrens (FVVOF) fu¨r den zweidimensionalen Fall des Auftref-
fens einer Wasserfront auf einen Kreisquerschnitt simuliert. Das Fluid wird
dabei als Zweiphasenstro¨mung (Wasser-Luft) modelliert. Als Ergebnis wird
die transiente Druckverteilung auf dem Kreisrand analysiert. Die ermittelten
Druckverla¨ufe werden mit einer analytischen Lo¨sung eines Einphasenmodells
(Potentialstro¨mung) und mit experimentellen Ergebnissen verglichen.
Nachfolgend wird die explizite Berechnung der Turmbelastung einer Offshore-
Windkraftanlage bei Einwirkung einer extremen Tiefwasserwelle bzw. einer
extremen Flachwasserwelle durchgefu¨hrt. Die Darstellung der Tiefwasser-
welle erfolgt dabei analytisch. Im Falle der Flachwasserwelle ist dies nicht
mehr mo¨glich, und die Turmbelastung wird durch numerische Simulation
ermittelt: Der Vorgang der Zylinderumstro¨mung wird mit dem genannten
FVVOF-Verfahren modelliert, welches die transiente Belastung auf der Zy-
linderoberfla¨che liefert. Initialisiert wird die FVVOF-Berechnung mit dem
Zustand einer extremen Flachwasserwelle, deren Wellenkinematik mit dem
entwickelten Randelementeverfahren bestimmt wird.
In Kapitel 4 wird auf die in dieser Arbeit verwendete Modellierung des Win-
des eingegangen. Es erfolgt die Darstellung der Methodik, mit der aus kom-
plexen Spektraldichtematrizen (Darstellung der Windturbulenz im Frequenz-
bereich) transiente Windfelder fu¨r die Lastermittlung auf die Rotorstruk-
tur einer Offshore-Windkraftanlage generiert werden. Desweiteren wird das
Dynamic-Stall-Modell dargestellt, welches zur Ermittlung der Kraftbeiwerte
bei der Rotorblattanstro¨mung angewendet wird.
Kapitel 5 zeigt die Diskretisierung der Struktur durch die Methode der Fi-
niten Elemente (FEM) und die Simulation im Zeitbereich bei kombinier-
ter Einwirkung von Seegang und Wind. Dabei wird das Gesamttragwerk
Offshore-Windkraftanlage als dreidimensionales Balkenmodell idealisiert. Es
wird auf die verwendete Orts- und Zeitdiskretisierung unter Beru¨cksichtigung
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großer Verformungen der Rotorstruktur eingegangen. Die Strukturreaktion
des Tragwerks wird fu¨r eine repra¨sentative Belastung durch die Einwirkungen
Seegang und Wind ermittelt und hinsichtlich vorliegender Anregungsmecha-
nismen ausgewertet.
Das Teilsystem Rotorblatt wird einer gesonderten Analyse unterzogen. Durch
die mittlere Drehgeschwindigkeit des Rotorsystems unterliegen die Rotor-
bla¨tter einer Coriolis-Beschleunigung. Daraus ergibt sich fu¨r das Teilsystem
Rotorblatt eine Kopplung von Freiheitsgraden. Es wird die Systemgleichung
zur Beschreibung der gekoppelten Schwingungen dargestellt. Es werden ge-
koppelte Eigenwerte und zugeho¨rige gekoppelte Eigenformen fu¨r ga¨ngige
mittlere Rotordrehfrequenzen bestimmt. Die Abha¨ngigkeiten der Eigenwerte
und Eigenformen von der mittleren Rotordrehfrequenz werden analysiert. Es
erfolgt eine Abscha¨tzung der Gro¨ßenordnung der auftretenden Verformungen
infolge Kopplung unterschiedlicher Freiheitsgrade und eine Bewertung, ob die
Kopplung der Freiheitsgrade bei einer Modellierung des Gesamttragwerks als
dreidimensionales Balkenmodell beru¨cksichtigt werden muß.
In Kapitel 6 werden die wesentlichen Ergebnisse zusammengefaßt. Desweite-
ren wird ein Ausblick auf offene Aspekte bei der Modellierung von Offshore-
Windkraftanlagen gegeben.
In Anhang A wird die Bestimmung von singula¨ren Integralen, die bei dem in
Kapitel 3 aufgefu¨hrten Randelementeverfahren auftreten, dargestellt.
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Abbildung 1.1: Gliederung der Arbeit





Die Kinematik von Gravitationswellen (Geschwindigkeitsfeld und Beschleu-
nigungsfeld) wird im allgemeinen durch die Anwendung von Wellentheorien
bestimmt. Wellentheorien beruhen auf der Annahme, daß sich die Wellen
wie eine zweidimensionale Potentialstro¨mung verhalten, wobei auf der frei-
en Oberfla¨che nichtlineare Randbedingungen (kinematische Randbedingung,
dynamische Randbedingung) gelten. AIRY [1] entwickelt unter Vernachla¨ssi-
gung der nichtlinearen Terme eine lineare Lo¨sung, welche eine Superposition
von Wellen unterschiedlicher Frequenzen ermo¨glicht. STOKES [98] gibt ei-
ne Lo¨sungsmethode unter Beru¨cksichtigung nichtlinearer Terme in Form ei-
nes Perturbationsansatzes an. Auf dieser Idee aufbauend entwickeln SKJEL-
BREIA ([93], Stokessche Wellentheorie dritter Ordnung) und SKJELBREIA
und HENDRICKSON ([94], Stokessche Wellentheorie fu¨nfter Ordnung) wei-
tere, nichtlineare Lo¨sungen, die die zugrundeliegenden Randbedingungen auf
der freien Oberfla¨che genauer erfu¨llen. DEAN [23] gibt eine iterative Lo¨sungs-
methode unter Beru¨cksichtigung nichtlinearer Randbedingungen an (Strom-
funktionstheorie).
Der Vorteil der Airyschen Wellentheorie liegt in der Eigenschaft, daß die
Linearita¨t der Lo¨sung eine Superposition fu¨r unterschiedliche Wellenla¨ngen
ermo¨glicht und somit Zugang zu einer stochastischen Beschreibung des See-
gangs liefert. Nichtlineare Wellentheorien ko¨nnen nur monofrequente Wellen,
d. h. Wellen einer bestimmten, gewa¨hlten Frequenz bzw. Wellenla¨nge be-
schreiben, und eine Superposition fu¨r mehrere Wellenla¨ngen ist nicht mo¨glich.
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Fu¨r die Anwendung der unterschiedlichen Wellentheorien bezu¨glich Offshore-
Bauwerken bzw. Offshore-Windkraftanlagen geben die geltenden Richtlinien
abha¨ngig von der relativen Wassertiefe und der relativen Wellenho¨he An-
wendungsbereiche fu¨r die verschiedenen Wellentheorien vor [34] (Abbildung
2.1).
Abbildung 2.1: Anwendungsbereiche Wellentheorien (aus [34])
2.1.2 Wellenbeschreibung durch Randverfahren
Wellentheorien stellen analytische Lo¨sungen der Gleichungen fu¨r die zweidi-
mensionale Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨che (vgl. Kapitel 3) dar. Die
Ermittlung einer numerischen Lo¨sung der beschreibenden Gleichungen kann
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durch eine Transformation auf eine Randformulierung und anschließender
Einfu¨hrung von Randelementen ermo¨glicht werden.
Eine Diskretisierung der Gleichungen fu¨r die zweidimensionale Potential-
stro¨mung mit nichtlinearen Randbedingungen auf der freien Oberfla¨che er-
reichen LONGUET-HIGGINS und COKELET [64] mit einer Transformati-
on der Randgeometrie und der Einfu¨hrung von Knoten (marked particles)
auf der abgebildeten Kurve. Unbekannte Gro¨ßen auf dem Rand sind dabei
die zeitliche Entwicklung der Randgeometrie sowie das Geschwindigkeits-
potential. Durch Anwendung eines Pra¨diktor-Korrektor-Verfahrens (Adams-
Bashford-Moulton-Verfahren vierter Ordnung) fu¨r die Zeitdiskretisierung wird
das transiente Verhalten von in Ortsrichtung periodischen Gravitationswel-
len fu¨r den Tiefwasserbereich modelliert. VINJE und BREVIG [108] lo¨sen
die beschreibende Integralgleichung ohne Durchfu¨hrung einer Koordinaten-
transformation im realen ebenen Gebiet unter Anwendung eines Pra¨diktor-
Korrektor-Zeitintegrationsverfahrens vierter Ordnung. GRAVERT [36] ver-
wendet eine direkte Randelementemethode und fu¨r die Diskretisierung so-
wohl lineare Elemente als auch isoparametrische ho¨herwertige Elemente. Die
Zeitintegration erfolgt mit einem Adams-Bashford-Moulton-Verfahren vierter
Ordnung mit explizitem Pra¨diktor- und implizitem Korrektorschritt. HAACK
[44] greift das Verfahren von GRAVERT auf und behandelt die Wechselwir-
kung zwischen Gravitationswellen und Festko¨rpern auf deren freier Ober-
fla¨che. Fu¨r die Auswertung von Gro¨ßen innerhalb des Gebietsrandes (Feld-
auswertung) gibt SKOURUP [95] entsprechende Gleichungen an.
GRILLI et al. [38] zeigen, basierend auf einer Randelementeformulierung, das
nichtlineare Verhalten von Gravitationswellen. Die Diskretisierung auf dem
Rand erfolgt mit ho¨herwertigen Interpolationsfunktionen. Es wird ein Zeit-
schrittverfahren zweiter Ordnung angewendet. Desweiteren wird auf die nu-
merische Behandlung der Eckknoten des betrachteten Gebietes eingegangen,
und es erfolgt die Beschreibung einer numerischen Da¨mpfung der Wellenre-
flexionen am Ausflußrand in Form eines beweglichen Ausflußrandes. GRILLI
und SVENDSEN [41] behandeln unterschiedliche Kompatibilita¨tsbedingun-
gen an den Eckknoten des Gebietes und fu¨hren eine gesonderte numerische
Integration in den Eckbereichen auf. GRILLI [37] fu¨hrt fu¨r ein ho¨herwerti-
ges Randelementeverfahren ein auf der Taylorreihenentwicklung beruhendes
Zeitschrittverfahren auf und leitet die zugeho¨rigen totalen Zeitableitungen
fu¨r unbekannte Gro¨ßen auf der freien Oberfla¨che her. GRILLI und SUB-
RAMANYA [39] fu¨hren Verfahren zur Bestimmung quasi-singula¨r Integrale
auf, wie sie bei der Randelementeformulierung der Potentialstro¨mung mit
freier Oberfla¨che in den Eckbereichen und in stark gekru¨mmten Teilberei-
chen der freien Oberfla¨che auftreten. Es wird eine Analyse der Genauigkeit
fu¨r die unterschiedlichen Verfahren durchgefu¨hrt. GRILLI und SUBRAMA-
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NYA [40] zeigen die Generierung extremer Wellen infolge zeitlich bewegli-
cher Seitenra¨nder (Zuflußrand). Dabei erfolgt eine detaillierte Darstellung
des verwendeten Randelementeverfahrens mit Ansatzfuntionen ho¨herer Ord-
nung. Es wird auf die Beru¨cksichtigung der Kompatibilita¨tsbedingungen in
den Ecken des Gebietes eingegangen, und es erfolgt eine genaue Beschrei-
bung der verwendeten Ortsdiskretisierungen fu¨r die Randgeometrie und die
unbekannten Gro¨ßen auf der Randgeometrie (Geschwindigkeitspotential und
Normalengeschwindigkeit auf dem Rand).
2.1.3 Seegang
Die Belastung auf Offshore-Bauwerke infolge Seegang tra¨gt zur Materia-
lermu¨dung der Tragstruktur bei. Dies gilt insbesondere fu¨r Offshore-Wind-
kraftanlagen, da diese bei Wassertiefen zwischen 10 und 40 m bei Gru¨ndungs-
konzepten wie Monopile, Tripod oder Gravitationsfundament als Kragstruk-
tur einer besonders hohen Biegebelastung und damit bei der großen Schlank-
heit der Turmstruktur einer besonders hohen Materialermu¨dung unterlie-
gen. Deshalb ist eine realistische Beschreibung des am betrachteten Stand-
ort vorherrschenden Seegangs notwendig. Dabei mu¨ssen auch jahreszeitliche
Schwankungen sowie langfristige A¨nderungen der Seegangsparameter beru¨ck-
sichtigt werden. Im Vergleich zu Offshore-Windkraft-anlagen sind Offshore-
Konstruktionen bei gro¨ßeren Wassertiefen, die durch Gru¨ndungskonzepte mit
Abspannseilen keine Kragstruktur darstellen und eine derart steife Einbin-
gung in den Meeresboden wie Offshore-Windkraftanla-gen nicht erfahren,
einer vergleichsweise geringeren Materialermu¨dung durch Seegangsbelastung
ausgesetzt.
In Hinblick auf die Energieverteilung der im Seegang enthaltenen Wellen u¨ber
den Frequenzbereich wurden in der Vergangenheit Meßkampagnen durch-
gefu¨hrt ([84], [73], [85], [45]) und daraus entsprechende Seegangsspektren























Das Pierson-Moskowitz-Spektrum (PIERSON und MOSKOWITZ [84], Glei-
chung 2.1) beruht auf Untersuchungen des Seegangs im Nordatlantik, wo-
raufhin eine Ermittlung der freien Koeffizienten mittels Fehlerquadratme-
thode durchgefu¨hrt wurde, um den angenommenen spektralen Verlauf an die
Meßergebnisse anzupassen. Maßgebende Gro¨ßen, die den spektralen Verlauf
beeinflussen, sind die charakteristische Wellenho¨he Hs und die zugeho¨rige
Nulldurchgangsperiode T0. Die charakteristische Wellenho¨he ist die mittlere
Wellenho¨he des ho¨chsten Drittels der Wellen in normalem Seegang. Die Null-
durchgangsperiode beschreibt die mittlere Periode aller Auslenkungen der
Wasseroberfla¨che, die die mittlere Wasserstandlinie passieren. Die charakte-
ristische Wellenho¨he entspricht in etwa der durch Beobachtung gescha¨tzten
mittleren Wellenho¨he.
Das JONSWAP-Spektrum (HASSELMANN et al. 1973 [45], Gleichung 2.2)
wurde im Rahmen einer Untersuchung vor der deutschen Nordseeku¨ste (bis
etwa 160 km westlich von Sylt) entwickelt. Es ergibt sich im Vergleich zum
Pierson-Moskowitz-Spektrum ein Peak-Faktor γ (γ = 3.3) im entsprechen-
den Frequenzbereich. Im allgemeinen liegen die Energiemaxima fu¨r Seegang
bei Frequenzen im Bereich zwischen 0.05 Hz und 0.2 Hz. Das JONSWAP-
Spektrum wurde speziell fu¨r die Nordsee entwickelt, findet allerdings heut-
zutage weltweite Anwendung.
Die Generierung von Seegangszeitreihen erfolgt im allgemeinen unter An-
wendung der Airyschen Wellentheorie durch Superposition von Wellen unter-
schiedlicher Wellenfrequenzen. Die Amplituden der einzelnen Wellen werden
aus dem Verlauf des Seegangsspektrums ermittelt. Die diskreten Wellenam-




Die Frequenzabschnitte ∆ωi ko¨nnen hierbei a¨quidistant oder nicht a¨quidi-
stant gewa¨hlt werden (z. B. MITTENDORF et al. [71]).
Fu¨r die Superposition wird das Wellenverhalten als ebenes Problem model-
liert. Bei Beru¨cksichtigung von Randbedingungen, die die Periodizita¨t der
einzelnen Wellen in Ortsrichtung mit der entprechenden Wellenla¨nge und in
Zeitrichtung mit der entsprechenden Periodendauer fordern, und bei Linea-
risierung der Randbedingungen auf der freien Oberfla¨che sowie mit Kenntnis
der diskreten Amplituden der einzelnen Wellen lassen sich die Oberfla¨chen-
auslenkung η und die Wellenkinematik (Horizontalgeschwindigkeit ux, Hori-
zontalbeschleunigung ax) durch Superposition ermitteln:




Aicos(kix− ωit− φi) (2.4)






cos(kix− ωit− φi) (2.5)





sin(kix− ωit− φi) (2.6)
wobei ωi = 2pifi die Kreisfrequenzen und ki =
2pi
Li
die Wellenzahlen der ein-
zelnen Wellenkomponenten (Li: einzelne Wellenla¨ngen) gema¨ß der Dispersi-
onsbeziehung
ωi
2 = gki tanh(kid) (2.7)
sind (g: Gravitationskonstante, d: mittlere Wassertiefe). φi stellen in [0; 2pi]
stochastisch gleichfo¨rmig verteilte Phasenverschiebungen dar.
2.1.4 Zylinderbelastung
Durch die Anwendung von Wellentheorien - fu¨r stochastischen Seegang die
Airysche Wellentheorie - ko¨nnen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld
innerhalb des Seegangs ermittelt werden. Den Zusammenhang zwischen Wel-
lenkinematik und Horizontalbelastung der zylindrischen Turmstruktur einer
Offshore-Windkraftanlage beschreibt die Morison-Gleichung (MORISON et
al. [72], Gleichung 2.8) fu¨r hydrodynamisch schlanke Bauwerke (hydrodyna-
misch schlanke Bauwerke: Bauwerke, bei denen das Verha¨ltnis von Durch-









Dabei stellen ux und ax die ho¨henabha¨ngige Horizontalgeschwindigkeit und -
beschleuigung in der Welle dar und fmor die ho¨henabha¨ngige horizontale Lini-
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enkraft (Morisonkraft). Die Koeffizienten CM und CD wurden in unterschied-
lichen Versuchsreihen ermittelt und sind fu¨r die fu¨r Offshore-Windkraftanla-
gen typischen geometrischen Abmessungen (Turmdurchmesser D) na¨herungs-
weise konstant (CM = 1.5, CD = 0.7; BLEVINS [12], CLAUSS et al. [19]).
Eine transiente Belastung der Turmstruktur durch stochastischen Seegang
kann unter Anwendung der Airyschen Wellentheorie und der Morison-Glei-
chung als U¨bertragungsfunktion zwischen Seegangskinematik und Zylinder-
belastung beschrieben werden. Dabei wird mit der Morison-Gleichung die
zyklische Belastung (cyclic load, pulsating load) infolge Welleneinwirkung be-
schrieben. Wenn bei Einwirkung einer Extremwelle die Turmstruktur einem
Druckschlag durch das Auftreffen einer Wellenfront unterliegt, wird die da-
durch bedingte Extrembelastung durch das Wirken einer Impulskraft (impact
load) beschrieben. WIENKE [115] liefert fu¨r diese Impulskraft einen analy-
tischen Ansatz, der auf der Annahme einer Potentialstro¨mung beruht, und
gibt hierfu¨r auch den Vergleich mit experimentellen Ergebnissen an (WIEN-
KE [115], WIENKE und OUMERACI [116]).
2.2 Windeinwirkung
Offshore-Windkraftanlagen erreichen heutzutage Turmkopfho¨hen von bis zu
100 m u¨ber mittlerem Wasserstand. Fu¨r die rechnerische Ermittlung der
Windbelastung in diesen Ho¨hen wird das Windverhalten durch ein dreidi-
mensionales fluktuierendes Windfeld beschrieben. Die Fluktuationen geben
dabei den turbulenten Anteil des Windes, die Schwankungsbewegungen um
eine ho¨henabha¨ngige mittlere Windgeschwindigkeit, an.
Zur Erfassung der Turbulenz im natu¨rlichen Wind werden sogenannte Lei-
stungsdichtespektren angegeben. Sie beschreiben die Energieverteilung der
turbulenten Geschwindigkeitsanteile im Frequenzbereich. Es ko¨nnen eindi-
mensionale Spektren fu¨r longitudinale Turbulenz, Spektren mit longitudina-
len und transversalen Anteilen (Turbulenz in zwei horizontalen Richtungen)
und Spektren zur Beschreibung von dreidimensionaler Windturbulenz (longi-
tudinal in Hauptwindrichtung, lateral horizontal orthogonal zur Hauptwind-
richtung, vertikal) angegeben werden.
Fu¨r die Beschreibung eines zeitabha¨ngigen Windfeldes in Zusammenhang
mit der Windbelastung des Rotorsystems muß dreidimensionale Windturbu-
lenz beru¨cksichtigt werden. Der Rotordrehung entsprechend erfolgt eine An-
stro¨mung der Rotorblattquerschnitte auch durch den vertikalen Anteil der
Windstro¨mung.
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2.2.1 Ho¨henprofil der mittleren Windgeschwindigkeit
Um das Windverhalten zu beschreiben, werden die Windgeschwindigkeiten
an einem Raumpunkt x im allgemeinen in die Anteile einer mittleren Windge-
schwindigkeit um und einen zeitlich variierenden Anteil u
′ (turbulente Schwan-
kung) aufgespalten:
u(x, t) = um(x) + u
′(x, t) (2.9)
Die atmospha¨rische Grenzschicht der Erde erstreckt von der Erdoberfla¨che
bis in eine Ho¨he von einigen hundert Metern und im Falle von konvekti-
vem Auftrieb bis in Ho¨hen gro¨ßer als 1000 m (z. B. TELLJOHANN [102]).
Unter der atmospha¨rischen Grenzschicht versteht man dabei den Bereich der
Atmospha¨re, der direkt von der Oberfla¨chenbeschaffenheit des Erdbodens be-
einflußt wird. Die mittlere horizontale Windgeschwindigkeit in Windrichtung
nimmt dabei mit steigender Ho¨he zu, bis sie die Gradientengeschwindigkeit
annimmt [75]. Abbildung 2.2 zeigt Ho¨henprofile der auf die Gradientenge-
schwindigkeit in Gradientenho¨he bezogenen mittleren Windgeschwindigkeit
mit exponentieller Verteilung fu¨r unterschiedliche Gela¨ndekategorien bis zum
Erreichen der Gradientenho¨he (DAVENPORT [22]). Fu¨r Standorte auf See
in der Deutschen Bucht sind Angaben u¨ber die Gradientenho¨he mit großen
Unsicherheiten behaftet (RISØ NATIONAL LABORATORY [89], DEUT-
SCHER WETTERDIENST [25]), weshalb an dieser Stelle keine Angaben
gemacht werden.
Fu¨r geringere Ho¨hen von bis zu 50 bis 100 m la¨ßt sich das Ho¨henprofil der
mittleren longitudinalen Windgeschwindigkeit fu¨r einen Raumpunkt xmit ei-
nem logarithmischen Gesetz beschreiben (z. B. SIMIU und SCANLAN [92]):









wobei um(zref ) die mittlere Windgeschwindigkeit in einer Referenzho¨he zref
und z0 die Rauhigkeitsho¨he ist. Die Rauhigkeitsho¨he ist ein Maß fu¨r die
Rauhigkeit der Erdoberfla¨che. Sie nimmt fu¨r rauhe Oberfla¨chen große Werte
(z. B. fu¨r Wald z0 = 0.3 m [75]), fu¨r eher glatte Oberfla¨chen kleine Werte (z.
B. fu¨r Seewasser z0 = 0.0002 m [105]) an.
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Fu¨r gro¨ßere Ho¨hen ab etwa 100 m zeigt sich, daß die Annahme eines exponen-
tiellen Verlaufs der mittleren Windgeschwindigkeit eine genauere Beschrei-
bung als das logarithmische Gesetz liefert (z. B. PEIL und TELLJOHANN
[80]):





Der Parameter α wird entsprechend aus Messungen bestimmt. In PEIL und
NO¨LLE [79] und PEIL und TELLJOHANN [81] sind Ergebnisse aus Mes-
sungen an einem 344 m hohen Sendemast aufgefu¨hrt.

















[z]: α = 0.40, hG = 518 m (Innenstadt)
u
m
[z]: α = 0.28, hG = 396 m (Vorort)
u
m
[z]: α = 0.16, hG = 274 m (offenes Gelände)
Abbildung 2.2: Ho¨henprofile der bezogenen mittleren Windgeschwindigkeit
mit exponentieller Verteilung fu¨r die Gela¨ndekategorien Innenstadt, Vorort
und offenes Gela¨nde nach DAVENPORT [22] bis zum Erreichen der Gradi-
entenho¨he
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2.2.2 Korrelationsfunktion, Spektraldichtefunktion
Aus Langzeitmessungen lassen sich fu¨r den longitudinalen, transversalen und
vertikalen Anteil der Windturbulenz Korrelationen ermitteln. Die Autokor-
relation stellt hierbei die folgende Gro¨ße fu¨r die betrachtete Windgeschwin-
digkeitskomponente (hier: x-Komponente u′x(x, t)) dar:








x(x, t+ τ)dt (2.12)
Analog la¨ßt sich fu¨r zwei verschiedene Raumpunkte x1,x2 auch die Kreuz-
korrelation definieren:








x(x2, t+ τ)dt (2.13)
Die Spektraldichtefunktion stellt die Transformation der Korrelationsfunkti-
on in den Frequenzbereich dar. Sie liefert die Energieverteilung der turbulen-
ten Windgeschwindigkeitsschwankungen im Frequenzbereich. Spektraldich-
tefunktionen werden auch als Leistungsdichtespektren bezeichnet.
Die Ermittlung des Autoleistungsdichtespektrums fu¨r einen Raumpunkt x
erfolgt demnach mittels






und entsprechend fu¨r das Kreuzleistungsdichtespektrum zweier Raumpunkte
x1,x2 mittels







Abbildung 2.3 zeigt die Verla¨ufe der Auto- und Kreuzkorrelationen der longi-
tudinalen turbulenten Windgeschwindigkeitsschwankungen unterschiedlicher
Raumpunkte in einem Punktegitter (Transversalkoordinaten y = −40, 0,+40
m; Vertikalkoordinaten z = 60, 100, 140 m) fu¨r den Bereich des Rotorsystems
einer Offshore-Windkraftanlage.
Die Korrelationen der Geschwindigkeitsschwankungen am Punkt 3 (y = +40
m, z = +60 m) mit den Geschwindigkeitsschwankungen an den Punkten 1 bis
9 sind dargestellt. Durch die ho¨here mittlere Windgeschwindigkeit in gro¨ße-
ren Ho¨hen erreichen Bo¨en, die eine turbulente Schwankung der Luftmasse um
die mittlere Bewegung mit mittlerer Windgeschwindigkeit darstellen, ho¨her
liegende Bereiche (Punkte 7, 8, 9) zeitlich eher als niedriger liegende Bereiche
(Punkte 1, 2, 3). Dies zeigt sich in positiven Werten fu¨r die Kreuzkorrelatio-
nen Rxx, 3x4(τ), Rxx, 3x5(τ), Rxx, 3x6(τ) Rxx, 3x7(τ), Rxx, 3x8(τ), Rxx, 3x9(τ) fu¨r
Werte von τ ¿ 0, τ ≈ −35 s, was in U¨bereinstimmung mit der Definition
der Kreuzkorrelation nach Gleichung 2.13 ist. Aus dem Wert fu¨r τ , bei dem
das Maximum einer Korrelation liegt, la¨ßt sich die Zeitdifferenz ablesen, fu¨r
die die turbulenten Windgeschwindigkeitsschwankungen zweier Punkte mit-
einander am sta¨rksten korreliert sind. So liegt das Maximum der Korrelation
Rxx, 3x1(τ) bei τ ≈ −4 s, das Maximum der Korrelation Rxx, 3x4(τ) bei τ ≈
−7 s und das Maximum der Korrelation Rxx, 3x7(τ) bei τ ≈ −19 s, was sich
durch die zunehmende Ho¨hendifferenz der betrachten Punkte erkla¨ren la¨ßt.
Es ist weiterhin zu erkennen, daß die Turbulenzintensita¨t der longitudinalen
Windgeschwindigkeitsschwankungen mit zunehmender Ho¨he abnimmt. Die
AutokorrelationRxx, 3x3(τ) besitzt den gro¨ßten Maximalwert aller Korrelatio-
nen, die Kreuzkorrelationen mit Punkten in gro¨ßeren Ho¨hen besitzen gerin-
gere Maximalwerte (max[Rxx, 3x3(τ)] > max[Rxx, 3x6(τ)] > max[Rxx, 3x9(τ)];
max[Rxx, 3x2(τ)] > max[Rxx, 3x5(τ)] > max[Rxx, 3x8(τ)]).
Fu¨r die mathematische Beschreibung von aus Naturmessungen ermittelten
Leistungsdichtespektren werden funktionale Ansa¨tze gewa¨hlt, die von der
Frequenz und von der mittleren Windgeschwindigkeit abha¨ngen und im all-















wobei f = ω
2pi
die Frequenz, σ2 die Varianz der turbulenten Schwankungen
der betrachteten Windgeschwindigkeitskomponente, L das Integralla¨ngen-
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Abbildung 2.3: Auto- und Kreuzkorrelationen der longitudinalen Windge-
schwindigkeitsschwankungen
maß und um die mittlere Windgeschwindigkeit bezeichnet. Das Integralla¨ngen-









2: Varianz der turbulenten Windgeschwindigkeitsschwan-
kungen) [75]. Die Gro¨ße L = L(x) ist ho¨henabha¨ngig und kann durch Mes-
sungen bestimmt werden. Die freien Parameter A1, A2, α1, α2, α3 werden
durch Anpassung des funktionalen Verlaufs an Leistungsdichtespektren aus
Messungen bestimmt.
PEIL und TELLJOHANN [80] zeigen solche an Naturmessungen angepaßte
Leistungsdichtespektren. TELLJOHANN und PEIL [103] geben einen U¨ber-
blick u¨ber die Auswertung von Windmessungen hinsichtlich der Ermittlung
von Spektraldichtefunktionen.
Weitere funktionale Ansa¨tze zur Darstellung der Spektraldichte der Windtur-
bulenz werden von DAVENPORT [21] und KAIMAL et al. [53] angegeben.
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2.2.3 Varianz, Turbulenzintensita¨t







[ux(x, t)− um,x(x)]2dt = RAuto,x(x, τ = 0) (2.18)




Die Standardabweichung gibt die mittlere quadratische Abweichung von der
mittleren Windgeschwindigkeit an.
Mit Kenntnis der Standardabweichung und dem Mittelwert der Windge-






Eine normierte Gro¨ße, welche das Maß der Korrelation des Turbulenzver-
haltens an zwei Raumpunkten angibt, ist die Koha¨renzfunktion γ (auch als
Koha¨renz bezeichnet). Sie berechnet sich aus dem Betrag des Kreuzleistungs-





Dabei bedeuten Werte der Koha¨renz nahe Null eine geringe Korrelation,
Werte nahe Eins eine starke Korrelation der Windturbulenz. Fu¨r den Fall
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x1 = x2 ergibt sich die Koha¨renz zu Eins, d. h. es liegt eine vollsta¨ndige
Korrelation vor.
Um die Koha¨renz zweier Raumpunkte in einen formelma¨ßigen Zusammen-
hang zu bringen, wird diese Gro¨ße im allgemeinen durch folgenden analyti-
schen Ausdruck dargestellt:





Die Koeffizienten C2 und C3 variieren in der Literatur stark ([9], [102], [107])
und haben den Charakter von Abklingfaktoren fu¨r die Koha¨renz von Raum-
punkten mit unterschiedlicher Transversal- bzw. Vertikalkoordinate.
2.3 Rotorblattanstro¨mung
Bei der Ermittlung der Rotorblattbelastung durch Windumstro¨mung wird
von der Gu¨ltigkeit der 2D-Blattelementtheorie ausgegangen. D. h. es wird an-
genommen, daß sich die Stro¨mungszusta¨nde an nebeneinander liegenden Ro-
torblattquerschnitten gegenseitig nicht beeinflussen. Stro¨mungskomponenten
entlang der Rotorbla¨tter in radialer Richtung werden fu¨r die Ermittlung der
Kraftbeiwerte nicht in Betracht gezogen.
2.3.1 Stationa¨re Anstro¨mung
Aus Experimenten sind fu¨r u¨bliche Rotorblattprofile charakteristische Kenn-
linien fu¨r die stationa¨re Anstro¨mung abha¨ngig vom Anstellwinkel bekannt.
Diese umfassen die Verla¨ufe von Auftriebs-, Schub- und Momentenbeiwert
fu¨r u¨ber die Zeit unvera¨nderliche Anstro¨mwinkel.
2.3.2 Instationa¨re Anstro¨mung
Entscheidend beeinflußt wird das Verhalten der Kraftbeiwerte fu¨r die Rotor-
blattanstro¨mung durch die zeitliche Variation des lokalen Anstro¨mwinkels.
Es tritt eine zeitliche Verzo¨gerung der Beiwertea¨nderung in bezug auf die
Anstellwinkela¨nderung ein, welche entsprechende Hystereseverla¨ufe zur Fol-
ge hat.
Maßgebende Arbeiten zur Umstro¨mung von zweidimensionalen Profilen wur-
den von BIRNBAUM [10], [11], WAGNER [110], THEODORSEN [104], und
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KU¨SSNER [55], [56] geliefert. BIRNBAUM [10] ermittelt die Auftriebsvertei-
lung entlang eines Profils abha¨ngig vom Verlauf der Profilsehne. In [11] wird
das Problem eines harmonisch bewegten Flu¨gels behandelt. WAGNER [110]
beschreibt das Auftriebsverhalten bei instationa¨rer Bewegung des Tragpro-
fils. KU¨SSNER [56] erfaßt den Einfluß einer Bo¨e auf das Ansto¨mverhalten
von Tragprofilen. Die Wagner-Funktion [110], [29] erfaßt die A¨nderung des
Auftriebsverhaltens infolge instationa¨rer A¨nderung des Anstellwinkels.
Um die A¨nderung der Kraftbeiwerte rechnerisch zuga¨nglich zu machen, wur-
den Modelle entwickelt, bei denen die abha¨ngigen Variablen die Kraftbeiwer-
te sind und die Eingangsgro¨ßen der zeitlich vera¨nderlichen Anstellwinkel und
die momentane Anstro¨mgeschwindigkeit. Als Ausgangsfunktionen finden hier
die Wagner-Funktion, welche den Einfluß einer Anstellwinkela¨nderung auf die
Kraftbeiwerte beschreibt, und die Ku¨ssner-Funktion, welche den Einfluß ei-
ner Bo¨e auf die Kraftbeiwerte erfaßt, Anwendung. Um fu¨r beliebige zeitliche
Anstro¨mwinkelverla¨ufe Ausdru¨cke fu¨r die Kraftbeiwerte zu erhalten, wurden
Ansa¨tze entwickelt, die auf der Superposition aufeinanderfolgender instanta-
ner Anstellwinkela¨nderungen beruhen. BEDDOES [8] und LEISHMAN und
BEDDOES [60] stellen die Entwicklung der Kraftbeiwerte als zeitabha¨ngi-
ge Stufenfunktion dar. PETOT [83] wa¨hlt eine Formulierung, in der Dreh-
sowie Hubbewegungen beru¨cksichtigt werden. MEYER [69] gibt ein Diffe-
rentialgleichungssystem erster Ordnung an, welches unter Verwendung von
Wagner- und Ku¨ssnerfunktion das instationa¨re Verhalten der Kraftbeiwerte
abha¨ngig vom zeitlichen Anstellwinkelverlauf beschreibt.
2.3.3 Dynamischer Stall
Bei gro¨ßeren Anstellwinkeln erfolgt ein Stro¨mungsabriß, welcher sich in der
Ablo¨sung eines Wirbels von der Oberseite des Flu¨gelprofils zeigt. Dieser Ef-
fekt wurde in Versuchsreihen untersucht (siehe z. B. [8]), und es wurden
vera¨nderte Hystereseverla¨ufe der Kraftbeiwerte im Vergleich zur Anstro¨mung
bei geringen Anstellwinkeln festgestellt. Um diesen Effekt des dynamischen
Stalls miterfassen zu ko¨nnen, wurden den oben genannten Modellen weitere
Komponenten hinzugefu¨gt, welche ihren Einfluß auf die Kraftbeiwertbestim-
mung gerade bei hohen Anstellwinkeln zeigen und die empirisch bestimmten
Hystereseverla¨ufe im Stallbereich gut wiedergeben ([8], [60], [83]). MEYER
[69] gibt fu¨r den Bereich hoher Anstellwinkel eine zusa¨tzliche Dynamic-Stall-
Funktion an, welche das Differentialgleichungssystem fu¨r die Kraftbeiwerter-
mittlung bei niedrigen Anstellwinkeln erga¨nzt.
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Abbildung 2.4 zeigt den Hystereseverlauf des Normalkraftbeiwertes eines Ro-
torblattprofils im Stallbereich. Zuna¨chst liegt die Stro¨mung am Profil an (1).
Bei steigendem Anstro¨mungswinkel tritt dann eine Stro¨mungsumkehr in der
Grenzschicht auf (2), und ein Wirbel lo¨st sich von der Vorderkante des Profils
und wandert auf der Oberseite des Profils entlang (3). Der Wirbel erreicht
die Hinterkante des Profils (4), wonach ein starker Abfall des Normalkraft-
beiwertes eintritt. Eine weitere Auftriebsspitze auf geringerem Niveau wird
einem nachfolgenden Wirbel zugeordnet (5). Nachdem die Stro¨mung vom
Profil abgerissen ist und der Wirbel die Oberseite des Profils passiert hat,
kommt es zu einer Verringerung des Anstellwinkels (6) und zu einem neuen
Anlegen der Stro¨mung an das Profil [67].
Abbildung 2.4: Hystereseverlauf Normalkraftbeiwert cn u¨ber Anstellwinkel α
im Stallbereich (nach [67])
2.4 Strukturdynamik
Bei der Darstellung des Gesamttragwerks einer Offshore-Windkraftanlage
ist aufgrund der Schlankheit der einzelnen Tragwerkskomponenten die Mo-
dellierung als dreidimensionales Balkentragwerk gerechtfertigt. Lokale Mas-
senkonzentrationen ko¨nnen als zusa¨tzliche Einzelmassen idealisiert und so
mit im Gesamtmodell beru¨cksichtigt werden. Fu¨r die Beurteilung des dy-
namischen Verhaltens der Gesamtstruktur sind wegen der auftretenden geo-
metrischen Nichtlinearita¨ten Berechnungen im Zeitbereich notwendig. Bei
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Offshore-Windkraftanlagen tritt die Besonderheit auf, daß das Tragwerk im
Bereich der Turmstruktur hauptsa¨chlich translatorische Bewegungen ausfu¨hrt,
wohingegen die Bewegung des Rotorsystems von rotatorischen Verformungen
dominiert wird. Dies hat auf die Wahl numerischer Methoden fu¨r die Trag-
werksmodellierung einen entsprechenden Einfluß. In Hinblick auf die nume-
rische Simulation des Tragverhaltens von Offshore-Windkraftanlagen haben
sich verschiedene Verfahren etabliert.
Eine Mo¨glichkeit bietet die Darstellung der Gesamtstruktur durch Model-
lierung der einzelnen Teilstrukturen, die an den gemeinsamen Tragwerks-
komponenten miteinander gekoppelt werden. Hierbei kann das dynamische
Verhalten der Teilstrukturen durch U¨berlagerung einzelner Eigenformen der
Teilstrukturen approximiert werden (Turmeigenformen, Rotorblatteigenfor-
men). Die Eigenformen fu¨r die einzelnen Teilstrukturen werden dabei se-
parat bestimmt. Wegen der in La¨ngsrichtung von Turm- und Rotorstruktur
vera¨nderlichen Geometrien erfolgt die Bestimmung von Eigenfrequenzen und
Eigenformen der Teilstrukturen in der Regel unter Anwendung klassischer
Finite-Elemente-Diskretisierungen. Nach der Ermittlung von Eigenfrequen-
zen und Eigenformen werden die entsprechenden modalen Gro¨ßen bestimmt,
welche letztendlich zur Beschreibung der Strukturdynamik verwendet wer-
den.
Bei der Formulierung der Strukturdynamik des Gesamttragwerks werden
bestimmte Kopplungsbedingungen fu¨r die gemeinsamen Freiheitsgrade der
unterschiedlichen Teilstrukturen formuliert. Diese gewa¨hrleisten eine konsti-
stentes Verhalten der Gesamtstruktur ([32], [90], [82], [20]).
Vorteilhaft ist die geringe Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade zur Erfas-
sung der Strukturdynamik, welche erst durch die vergleichsweise hohe Kom-
plexita¨t der beschreibenden Gleichungen erlangt wird. Ein Produkt zur Com-
putersimulation von (Offshore-)Windkraftanlagen, bei dem die Beschreibung
der Strukturmechanik auf obiger Methodik beruht, ist BLADED [13].
Eine Alternative zur Beschreibung durch modale Eigenschaften bietet die Be-
handlung der Gesamtstruktur in Form einer direkten Diskretisierung durch
die Finite-Elemente-Methode. Hierbei werden die Teilkomponenten in einem
inertialen Koordinatensystem beschrieben und große Verformungen beru¨ck-
sichtigt. Eine Bestimmung einzelner Eigenformen ist dabei nicht notwen-
dig. Durch die Finite-Elemente-Diskretisierung ergibt sich ein entsprechendes
Gleichungssystem auf Basis der Strukturgleichung, welches mittels geeigne-
ter Zeitschrittverfahren gelo¨st werden kann. Ein Vorteil dieser Formulierung
besteht in der einfachen Struktur des resultierenden Gleichungssystems. Der
Nachteil, den diese Herangehensweise mit sich bringt, ist die hohe Anzahl
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von Freiheitsgraden und der damit verbundene hohe Rechenaufwand fu¨r Be-
rechnungen im Zeitbereich.
2.5 Bodenmodellierung
Offshore-Windkraftanlagen sind Bauwerke, die bei Wassertiefen von bis zu
40 m u¨ber Turm- oder Fachwerkkonstruktionen fest mit der Gru¨ndungskon-
struktion verbunden sind. Die vertikalen Bauwerkslasten werden bei Schwer-
kraftfundamenten u¨ber Bodenpressung und bei pfahlartiger Gru¨ndung u¨ber
Mantelreibung in den Boden abgetragen. Fu¨r die Gru¨ndungsvariante Mono-
pile sind desweiteren hohe Horizontallasten in den Boden abzutragen.
In der Nordsee liegt eine Bodenschichtung vor, bei der die oberen 10 bis
20 m aus holoza¨nen Sedimentablagerungen bestehen. Die Tragfa¨higkeit die-
ser Bodenschicht ist gering. Darunter befindet sich eine pleistoza¨ne Schicht
aus dicht gelagerten Sanden und u¨berkonsolidierten Geschiebemergeln. Die
Tragfa¨higkeit dieser Bodenschicht ist hoch. Bei eiszeitlich bedingten Aus-
spu¨lungen kann diese pleistoza¨ne Schichtung bis zu einer Tiefe von 40 m
unter Meeeresboden abgetragen sein (LESNY et al. [62]). Daru¨ber befindet
sich entsprechend holoza¨nes Sediment.
Fu¨r den Abtrag einer horizontalen statischen Belastung in den Boden wer-
den von REESE et al. [87] aus Messungen an Pfa¨hlen mit einem Durchmes-
ser von etwa 0.6 m nichtlineare Last-Verschiebungskurven fu¨r sandartigen
Boden ermittelt. Die Bemessung unter Annahme dieser nichtlinearen Last-
Verschiebungskurven [87] wird als p-y-Methode bezeichnet.
Die p-y-Methode ist fu¨r die horizontale Pfahlbemessung bei Offshore-Kon-
struktionen etabliert (WIEMANN et al. [113]). Fu¨r gro¨ßere Turmdurchmes-
ser bei Offshore-Windkraftanlagen von bis zu 6 m geben WIEMANN et al.
[113] Berechnungsergebnisse fu¨r die Bodenreaktion bei Einwirkung von Ho-
rizontalbelastung auf die Pfahlkonstruktion an, wobei Boden und Bauwerk
durch ein Finite-Elemente Modell dargestellt werden. Die Finite-Elemente
Modellierung erlaubt dabei eine Beru¨cksichtigung von nichtlinearem Last-
Verformungsverhalten des Bodens. Die Berechnungsergebnisse zeigen, daß
bei der p-y-Methode eine gro¨ßere Steifigkeit des Bodens wiedergegeben wird
als bei der betrachteten Finite-Elemente Modellierung. Entsprechend geben
WIEMANN et al. [114] eine modifizierte p-y-Methode fu¨r die Anwendung
bei gro¨ßeren Pfahldurchmessern an.
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LESNY und WIEMANN [63] weisen darauf hin, daß die Vera¨nderung der Bo-
deneigenschaften bei einer zyklischen Horizontalbelastung durch Monopile-
Konstruktionen u¨ber den zu erwartenden Nutzungszeitraum von Offshore-
Windkraftanlagen noch nicht vollkommen erfaßt ist. Es ist notwendig, die zu
erwartenden plastischen Verformungen des Bodens infolge nicht monotoner
Belastung realistisch abzuscha¨tzen (LESNY und RICHWIEN [61]).
Bei Kenntnis der Vera¨nderung der Bodeneigenschaften u¨ber einen entspre-
chenden Nutzungszeitraum ko¨nnen Offshore-Windkraftanlagen unter Beru¨ck-
sichtigung der zeitlich vera¨nderlichen Bodeneigenschaften modelliert werden.
Fu¨r die Modellierung von Bauwerks-Boden-Interaktion im Zeitbereich zeigt
LEHMANN [57] die transiente Bodenreaktion bei Einwirkung einer a¨ußeren
Belastung. Dabei wird der Boden in der Umgebung der einwirkenden a¨ußeren
Belastung durch Finite Elemente (FEM) modelliert (Nahfeldmodellierung).
Um den Einfluß des Bodens außerhalb des mit Finiten Elementen modellier-
ten Bereichs zu erfassen, werden Scaled Boundary Finite Elemente (SBFEM)
[57] eingefu¨hrt (Fernfeldmodellierung). LEHMANN und SCHANZ [59] zeigen
ein optimiertes Verfahren zur Simulation von nichtlinearer Boden-Bauwerks-
Interaktion bei Modellierung durch einen FEM/SBFEM Ansatz und wenden
das Verfahren bei der Simulation eines Bauwerksfundamentes unter transien-
ter horizontaler Belastung an. LEHMANN [58] wendet das Verfahren fu¨r die
Modellierung der Bodenreaktion bei Einwirkung einer transienten vertikalen
Belastung an.




Die Belastung der Turmstruktur von Offshore-Bauwerken durchWellen ha¨ngt
maßgeblich von den Parametern Wellenho¨he, Wellensteilheit und der momen-
tanen horizontalen Geschwindigkeit der umstro¨menden Welle ab. Zur Ermitt-
lung der Wellenkinematik kann die Airysche Wellentheorie [1] nur fu¨r flache
Wellen herangezogen werden. Andere, nichtlineare Wellentheorien ([93], [94],
[23]) sind fu¨r die Beschreibung steilerer Wellenformen geeignet, finden aber
bei zunehmender Wellensteilheit in ihrer Anwendbarkeit ihre Grenzen. Zu-
dem haben die ga¨ngigen Wellentheorien die Eigenschaft, eine stets eindeutige
Oberfla¨che zu beschreiben, d. h. daß jeder Horizontalkoordinate genau eine
Vertikalposition der freien Oberfla¨che zugeordnet ist. Die Darstellung von
sehr steilen, unsymmetrischen Wellenformen mit ggf. der Ausbildung einer
Brecherzunge ist daher nicht mo¨glich.
Hinsichtlich der Ausbreitung von Gravitationswellen lassen sich drei Berei-
che definieren. Tiefwasser herrscht vor, wenn das Verha¨ltnis von mittlerer
Wassertiefe zu Wellenla¨nge den Wert 0.5 u¨berschreitet. Der Flachwasser-
bereich gilt fu¨r Wellen mit einem Verha¨ltnis von mittlerer Wassertiefe zu
Wellenla¨nge kleiner als 0.05. Dazwischen liegt der U¨bergangsbereich. Die-
se Einteilung beruht auf der unterschiedlichen Charakteristik der mittleren
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, die auch als Phasengeschwindigkeit
der Welle bezeichnet wird. Im Tiefwasserbereich ist die Phasengeschwindig-
keit allein von der Periodendauer der Welle abha¨ngig; im Flachwasserbereich
hingegen ha¨ngt die Phasengeschwindigkeit allein von der Wassertiefe ab [68].
Die hier aufgefu¨hrten Betrachtungen beruhen alle auf der Annahme, daß
der Seegang bzw. die Wellen als Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨chen-
entwicklung modelliert werden. Fu¨r die Gesamtbewegung von Wellen kann
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hierbei der Effekt der inneren Viskosita¨t des Wasser ohne Einbußen auf die
Genauigkeit vernachla¨ssigt werden.
Ein Brechen der Welle tritt dann ein, wenn der Wellenkamm eine ho¨here
Horizontalgeschwindigkeit als die Phasengeschwindigkeit der Welle erreicht.








ist [68]. Gleichungen 3.1 und 3.2 werden auch als Brecherkriterium fu¨r den
Tiefwasser- bzw. Flachwasserbereich bezeichnet.
Eine analytische Lo¨sung fu¨r den Flachwasserbereich stellt die sogenannte Ein-
zelwelle (Soliton, solita¨re Welle) [68], [24] dar. Die Einzelwelle bewegt sich bei
konstanter Wassertiefe mit konstanter Phasengeschwindigkeit in horizontaler
Richtung. Sofern die Wassertiefe nicht konstant ist (z. B. beim Einlaufen in
flachere Gebiete), kommt es zur Vera¨nderung der Wellenform und zur Auf-
steilung der Wellenfront. Fu¨r den Aufsteilungsprozeß der Wellenfront unter
Annahme einer Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨che existieren keine ana-
lytischen Lo¨sungen. Daher wird in dieser Arbeit eine numerische Beschrei-
bung der Wellenentwicklung formuliert. Ziel ist die Ermittlung der zeitlichen
Entwicklung der freien Oberfla¨che einer Extremwelle und letztendlich die
Bestimmung der Wellenkinematik. Zu diesem Zweck wird das beschreiben-
de Differentialgleichungssystem in eine diskrete Form u¨berfu¨hrt, mit welcher
dann im Zeitbereich die Wellenentwicklung berechnet wird.
3.2 Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨che
Die Beschreibung des Seegangs als Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨chen-
entwicklung stellt eine realistische Na¨herung dar. Es handelt sich hierbei um
eine inkompressible, reibungsfreie und wirbelfreie Stro¨mung . Betrachtet man
ein Gebiet Ω(t) (siehe Abbildung 3.1), in dem sich das Fluid zum Zeitpunkt
t befindet, so ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem:
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Abbildung 3.1: Berechnungsgebiet fu¨r Potentialstro¨mung mit freier Ober-
fla¨che
∆Φ(x, t) = 0 in Ω(t) (3.3)
Dr(t)
Dt
= ∇Φ(r(t)) auf ΓFS(t) (3.4)
DΦ(r(t))
Dt
= −gz + 1
2





= qn,In(x, t) auf ΓIn(t) (3.6)
∂Φ(x, t)
∂n
= 0 auf ΓBot(t) (3.7)
∂Φ(x, t)
∂n
= qn,Out(x, t) auf ΓOut(t) (3.8)
Hierbei bezeichnet ∆ den Laplace-Operator, ∇ den Nabla-Operator, • das
Skalarprodukt, Dr(t)
Dt
die totale Zeitableitung der momentanen Lage eines
Punktes r(t) auf dem Rand und DΦ(r(t))
Dt
die totale Zeitableitung des Ge-
schwindigkeitspotentials von r(t) auf dem Rand.
In den Gleichungen 3.3 bis 3.8 stellt Φ das Geschwindigkeitspotential dar.
In Gleichung 3.3 stellt x = [x; z]T einen Punkt im Gebiet Ω(t) dar. In den
Gleichungen 3.4 bis 3.8 bezeichnet x = [x; z]T bzw. r(t) = [rx(t); rz(t)]
T die
momentane Lage eines Punktes auf dem Rand Γ, Γ(t) = ΓIn(t) ∪ ΓBot(t) ∪
ΓOut(t) ∪ ΓFS(t). pa ist der a¨ußere Druck auf der freien Oberfla¨che, ρ die
konstante Fluiddichte und g die wirkende Gravitation. Gleichung 3.3 re-
pra¨sentiert die Forderung nach Massenerhaltung im Gebiet Ω(t). Gleichung
3.4 stellt den Zusammenhang zwischen Fluidgeschwindigkeit und der Bewe-
gungsgeschwindigkeit der freien Oberfla¨che dar (kinematische Randbedin-
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gung auf der freien Oberfla¨che, Kinematic Free Surface Boundary Conditi-
on, KFSBC). Gleichung 3.5 ergibt sich aus der Bernoulligleichung bzw. aus
dem Druckgleichgewicht auf der freien Oberfla¨che (dynamische Randbedin-
gung auf der freien Oberfla¨che, Dynamic Free Surface Boundary Condition,
DFSBC).
Die Randbedingungen fu¨r ΓIn(t) und ΓOut(t) (Neumann-Randbedingungen,
Gleichungen 3.6 und 3.8) sind je nach Problemstellung entsprechend vorzuge-
ben. qn,In(x, t) und qn,Out(x, t) stellen dabei die vorgegebenen Zu- bzw. Aus-
flußgeschwindigkeiten normal zum Rand dar. Die Randbedingung fu¨r ΓBot(t)
(Gleichung 3.7) repra¨sentiert undurchla¨ssigen Meeresgrund.
Fu¨r die Lo¨sung des obigen Differentialgleichungssystems (Gleichungen 3.3
bis 3.8) wird die Gleichung fu¨r die Massenerhaltung (Gleichung 3.3) auf eine
Randformulierung transformiert. Es ergibt sich:









Dabei stellt Φ(x, t) das Geschwindigkeitspotential an einer Stelle x zum Zeit-





die entsprechenden nach außen gerichteten partiellen
Ableitungen in Normalenrichtung zum Rand dar. c(xk) bezeichnet den Rand-
faktor an der Stelle xk [33].




ln(|xi − xj|) (3.10)
Fu¨r einen Punkt xi auf dem Rand hat die Ableitung der Fundamentallo¨sung





2pi|xi − xj|2 [xi − xj] • n(xi) (3.11)
Dabei bezeichnet n(xi) den nach außen gerichteten Normalenvektor im Punkt
xi.
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Der Randfaktor fu¨r einen Punkt xi ergibt sich wie folgt:
c(xi) =

0 : xi /∈ Ω
1 : xi ∈ Ω,xi /∈ Γ
1
2
: xi ∈ Γ und Γ(xi) glatt
α(xi)
2pi
: xi ∈ Γ und Γ(xi) nicht glatt
(3.12)
wobei α(xi) den geometrischen Randwinkel bei xi darstellt (vgl. z. B. [33]).
Die Randbedingungen Gleichung 3.4 bis Gleichung 3.8 sind weiterhin zu
erfu¨llen. Die Randformulierung der Potentialstro¨mung mit freier Oberfla¨che
kann nun einer Diskretisierung in Ort und Zeit unterworfen werden und so-
mit einer numerischen Lo¨sung zuga¨nglich gemacht werden. Dies fu¨hrt auf ei-
ne Randelementemethode (BEM). Dabei werden fu¨r die Diskretisierung der
Unbekannten und des Randes ho¨herwertige Ansatzfunktionen verwendet.
3.2.1 Randelementemethode (BEM)
In dieser Arbeit werden bei der Diskretisierung der Gleichung 3.9 auf dem
Rand Knoten (xk, k = 1, . . . , K; K: Anzahl der Knoten auf dem Rand) ein-
gefu¨hrt, an denen diskrete Werte fu¨r die auf dem Rand verlaufenden Gro¨ßen
definiert werden (Φk, (
∂Φ
∂n
)k, k = 1, . . . , K). Zwischen den Knoten erfolgt eine
Approximation der Gro¨ßen Geschwindigkeitspotential (Φ) und Normalen-
geschwindigkeit (∂Φ
∂n
) auf dem Rand sowie des geometrischen Verlaufs des
Randes selbst mit Ansatzfunktionen zweiter sowie dritter Ordnung.
Betrachtet man einen diskreten Knoten xl auf dem Rand Γ, so ergibt sich fu¨r
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(E: Anzahl der Elemente auf dem Rand). Wendet man Gleichung 3.13 fu¨r
alle auf dem diskreten Rand definierten Knoten xl, l = 1, . . . , K, an, so ergibt
sich folgendes Gleichungssystem:

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ξr = −1.0 ξr = +1.0
Abbildung 3.2: Vierknoten-Element und Zweiknoten-Geometrieelement, ΓFS
Die gewa¨hlte Diskretisierung des Randes und der unbekannten Gro¨ßen be-
ruht auf den Arbeiten von GRILLI und SUBRAMANYA ([39], [40]). Auf
den Teilra¨ndern ΓIn, ΓOut und ΓBot werden isoparametrische Dreiknoten-
Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen verwendet. Auf der freien
Oberfla¨che ΓFS werden fu¨r die Approximation des geometrischen Verlaufs
kubische Splinefunktionen verwendet, welche auf Zweiknoten-Elemente fu¨r
die Geometriebeschreibung fu¨hren. Die Interpolation des Geschwindigkeits-
potential Φ und der Normalengeschwindigkeit ∂Φ
∂n
auf der freien Oberfla¨che
erfolgt hingegen mit anderen Polynomen dritter Ordnung. Das interpolie-
rende Polynom wird mit vier Knotenwerten gebildet. Zur Auswertung der
Integralterme in Gleichung 3.14 wird fu¨r das jeweils betrachtete Zweiknoten-
Geometrieelement das mittlere Drittel des Vierknoten-Elementes fu¨r die In-
terpolation von Geschwindigkeitspotential und Normalengeschwindigkeit ver-
wendet (Abbildung 3.2).
In den Randbereichen der freien Oberfla¨che (Verlauf zwischen den ersten zwei
Knoten links bzw. rechts auf der freien Oberfla¨che) werden bei der Integra-
tion als Ausnahme das linke bzw. rechte Drittel des definierten Vierknoten-
Elementes verwendet. Durch die Wahl von Polynomen ho¨herer Ordnung las-
sen sich starke Kru¨mmungen und stark vera¨nderliche Verla¨ufe innerhalb eines
Elementes mit hoher Genauigkeit abbilden, und eine C1-Kontinuita¨t fu¨r den
Verlauf der freien Oberfla¨che kann gewa¨hrleistet werden.
In den Ecken des betrachteten Gebietes Ω(t) fu¨hrt die Diskretisierung nach
obigem Vorgehen zuna¨chst zur Unterbestimmtheit des beschreibenden Glei-
chungssystems. In einem Eckpunkt des Gebietes existiert genau ein Wert fu¨r
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das Geschwindigkeitspotential (Eindeutigkeit des Geschwindigkeitspotenti-
als). Hingegen treten zwei Normalengeschwindigkeiten auf, fu¨r jeden der bei-
den angrenzenden Teilbereiche des Randes jeweils eine. Abhilfe schafft die
Definition von Doppelknoten in den Ecken. Dabei existieren in der diskreten
Form des Problems an den Eckpunkten des betrachteten Gebiets an einem
geometrischen Ort genau zwei Knoten, wobei jeder der beiden Knoten jeweils
einem der angrenzenden Teilbereiche des Randes angeho¨rt und dementspre-
chend jeder einzelne Knoten einen eigenen Freiwert fu¨r die entsprechende
Normalengeschwindigkeit besitzt. Da nun an einem geometrischen Ort zwei
Knoten und damit zuna¨chst auch zwei Freiwerte fu¨r das Geschwindigkeits-
potential existieren, muß fu¨r die Einhaltung der Eindeutigkeit des Geschwin-
digkeitspotentials das globale Gleichungssystem manipuliert werden und eine
entsprechende Kompatibilita¨tsbedingung eingefu¨hrt werden:
ΦΓ1(xc) = ΦΓ2(xc) (3.15)
womit auch in der diskreten Form die Eindeutigkeit des Geschwindigkeitspo-
tentials gewa¨hrleistet ist.
In der diskretisierten Form gilt fu¨r die Festlegung der Randbedingungen fol-
gendes:
Zur Vorgabe der Randbedingungen wird an einem Knoten entweder das
vorliegende Geschwindigkeitspotential Φk oder die Normalengeschwindigkeit
(∂Φ
∂n
)k vorgegeben. Die jeweils verbleibende Gro¨ße stellt dann an diesem Kno-
ten die Unbekannte dar. Auf dem Bodenrand ΓBot ist die Normalengeschwin-
digkeit stets Null und damit als Randbedingung fu¨r ΓBot fu¨r alle Zeitpunkte
bekannt. An den Randbereichen ΓIn und ΓOut stellt die Normalengeschwin-
digkeit bei vertikaler Lage von ΓIn und ΓOut die (ggf. zeitabha¨ngige und ggf.
u¨ber die Ho¨he vera¨nderliche) Horizontalgeschwindigkeit dar. Diese kann fu¨r
verschiedene Wellenszenarien durch analytische U¨berlegungen beschrieben
und somit als Randbedingung vorgegeben werden. Auf der freien Oberfla¨che
des Gebietes stellt die Normalengeschwindigkeit hingegen eine unbekannte
Gro¨ße dar. Auf der freien Oberfla¨che wird daher fu¨r einen Anfangszustand
das (fu¨r diesen Anfangszustand analytisch bekannte) Geschwindigkeitspo-
tential vorgegeben. Damit ist das Gleichungssystem 3.14 ausreichend mit
Randbedingungen versehen und kann entsprechend gelo¨st werden.
Als Lo¨sung des Gleichungssystems 3.14 erha¨lt man die Verteilung des Ge-
schwindigkeitspotentials (Φ) auf den Teilra¨ndern ΓIn, ΓOut und ΓBot und die
Normalengeschwindigkeit des Fluids (∂Φ
∂n
) auf der freien Oberfla¨che ΓFS.
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Aus der Verteilung des Geschwindigkeitspotentials auf der freien Oberfla¨che
la¨ßt sich auch die Tangentialgeschwindigkeit des Fluids entlang der frei-
en Oberfla¨che durch Bildung der partiellen Ableitungen in Tangentialrich-
tung bestimmen. Mit zusa¨tzlicher Kenntnis der Verteilung der Normalen-
geschwindkeit auf der freien Oberfla¨che (als Lo¨sung der Gleichung 3.14)
kann mit Gleichung 3.5 die Verteilung der Gro¨ße ∂Φ
∂t
(partielle Zeitablei-
tung des Geschwindigkeitspotentials) auf der freien Oberfla¨che bestimmt






bekannt (z. B. als analytisch vorgegebene Randbedingungen;
∂qn(x,t)
∂t
: Fluidbeschleunigung normal zum Rand), so lassen sich mit einer Glei-
chung der Form 3.14 letztendlich auch die Fluidbeschleunigungen auf der frei-
en Oberfla¨che ΓFS bestimmen. In dieser Gleichung werden anstatt der Vek-



































Mit Kenntnis der Fluidgeschwindigkeit (Geschwindigkeit normal und tan-
gential zur freien Oberfla¨che) und der Fluidbeschleunigung (Beschleunigung
normal und tangential zur freien Oberfla¨che) kann die A¨nderung der freien
Oberfla¨che, d. h. die Oberfla¨chenwellen, mit einem Zeitintegrationsverfahren
zweiter Ordnung, welches im folgenden beschrieben wird, bestimmt werden.
Das verwendete Zeitintegrationsverfahren zur Entwicklung der freien Ober-
fla¨che beruht auf der Taylorreihenentwicklung:


















die totale Zeitableitung der momentanen Lage eines Punktes
r(t) und DΦ(r(t))
Dt
die totale Zeitableitung des Geschwindigkeitspotentials von
r(t). Es gilt:
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sind umfangreichere Terme und sind in [37] be-


































wobei β die Neigung der freien Oberfla¨che ist. All diese Gro¨ßen lassen sich
wie oben beschrieben bestimmen.
Die Matrizen in Gleichung 3.14 sind im allgemeinen voll besetzt. Die Inte-
grale, die die einzelnen Matrixkoeffizienten beschreiben, werden im Normal-
fall durch Standard-Gaußpunktintegration bestimmt. Bei der Integration zur
Bestimmung der Matrixkoeffizienten treten fu¨r die Koeffizienten, bei denen
|x− xl| → 0 auftritt, hingegen singula¨re Integrale auf.
Bei den auftretenden singula¨ren Integralen treten logarithmische Singula-
rita¨ten (Koeffizienten in Matrix G, Integrale sind schwach singula¨r) bzw.
1
|r| -Singularita¨ten (Koeffizienten in Matrix H, Integrale sind stark singula¨r)
auf. Die singula¨ren Integrale ko¨nnen durch Koordinatentransformation regu-
larisiert werden. Die Bestimmung der singula¨ren Integrale ist in Anhang A
aufgefu¨hrt.
Die Integrale in Gleichung 3.14, bei denen die Integrandenfunktionen theo-




variiert, werden als quasi-singula¨r bezeichnet. Quasi-singula¨re Integrale tre-
ten dann auf, wenn der Abstand des Elementrandes, u¨ber den gerade inte-
griert wird, zum Kollokationspunkt xl kleiner als die La¨nge des betrachteten
Elementes wird. In diesen Fa¨llen ist eine Standard-Gaußpunktintegration zu
ungenau. Daher muß eine adaptive Transformation der Gaußpunkte und eine
vera¨nderte Gewichtung an den transformierten Stu¨tzstellen derart erfolgen,
daß die Stu¨tzstellen mo¨glichst dort positioniert werden, wo sich der gering-
ste Abstand zwischen Elementrand und Kollokationspunkt einstellt. Solche
nichtlinearen Transformationen werden z. B. von TELLES [101] und LUTZ
[65] angegeben. In dieser Arbeit wird fu¨r die Integration quasi-singula¨rer In-
tegrale der Ansatz von TELLES verwendet.
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3.2.2 Modellierung Flachwasserwelle
In Hinblick auf die Belastung von Offshore-Windkraftanlagen durch Extrem-
wellen wurde mit dem beschriebenen Randelementeverfahren das Verhalten
einer Einzelwelle (solita¨re Welle) modelliert, welche aus einem Gebiet gro¨ße-
rer Wassertiefe (d=30 m) in ein flacheres Gebiet einla¨uft.
TANAKA [100] gibt fu¨r eine Einzelwelle bei konstanter Wassertiefe eine
Lo¨sung fu¨r die Oberfla¨chenauslenkung sowie fu¨r die Verteilung des Geschwin-
digkeitspotentials auf der freien Oberfla¨che an. Dieser Zustand wurde als
Anfangszustand fu¨r die Berechnung mittels Randelementeverfahren entspre-
chend Abschnitt 3.2.1 gewa¨hlt. Das gewa¨hlte Berechnungsgebiet ist mit der
Anfangslage der Einzelwelle in Abbildung 3.3 dargestellt. Die seitlichen Ra¨n-
der des Berechnungsgebietes wurden in ausreichender Entfernung vom Wel-
lenberg der Einzelwelle festgelegt, um den Einfluß von Randeffekten auf das
Bewegungsverhalten der Welle zu minimieren. An den seitlichen Ra¨ndern
links und rechts wurde als Randbedingung die Zu- bzw. Ausflußgeschwindig-
keit normal zum Rand mit Null festgelegt, da in ausreichender Entfernung
vom Wellenberg die Horizontalgeschwindigkeit anna¨hernd Null ist.











Abbildung 3.3: Berechnungsgebiet mit Anfangslage einer Einzelwelle (BEM-
Berechnung)
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Fu¨r das Berechnungsgebiet wurde eine La¨nge von 4800 m gewa¨hlt. Zu Beginn
der Berechnung wurde eine Wellenho¨he der Einzelwelle von 18 m bei x=360
m gewa¨hlt. Die Lage des nicht ausgelenkten Ruhewasserspiegels wird mit z=0
bezeichnet. Am linken Rand wurde eine Wassertiefe von d=30 m vorgegeben.
Bei x=1950 m wurde eine Wassertiefe von 5.625 m vorgegeben. Zwischen
x=0 und x=1950 m nimmt die Wassertiefe linear ab. Zwischen x=1950 m
und x=4800 m wurde ein Totwasserbereich mit einer konstanten Wassertiefe
von 30 m festgelegt.
Linker und rechter Rand (ΓIn, ΓOut) wurden mit jeweils 11 Knoten diskreti-
siert. Der untere Rand (ΓBot) wurde im linear ansteigenden Bereich zwischen
x=0 und x=1950 m mit 65 Knoten, im vertikalen Abschnitt bei x=1950 m
mit 11 Knoten und im rechten Bereich zwischen x=1950 m und x=4800 m
mit 61 Knoten diskretisiert. Die freie Oberfla¨che (ΓFS) wurde mit 201 Kno-
ten diskretisiert. Bei der Berechnung wurden 90 Zeitschritte ausgefu¨hrt. Die
Zeitschrittweite wurde dabei zu Beginn der Berechnung mit ∆t=0.0866 s
angegeben und wa¨hrend der Berechnung auf diesen Maximalwert begrenzt.
Der Gesamtzeitraum der Berechnung betrug TGes=4.506 s. Damit wa¨hrend
der Berechnung die Knotenverteilung auf der freien Oberfla¨che ausreichend
gleichma¨ßig bleibt, wurde die Zeitschrittweise fu¨r den jeweils aktuellen Zeit-
schritt begrenzt: Forderung war dabei, daß fu¨r alle Knoten der freien Ober-
fla¨che das Produkt aus momentaner Fluidgeschwindigkeit am Knoten und
Zeitschrittweise vom Betrag nicht gro¨ßer ist als 1
20
der La¨nge des links an-
grenzenden Elementes sowie 1
20
der La¨nge des rechts angrenzenden Elementes
ist. Da es wa¨hrend der Berechnung zu einer schrittweisen A¨nderung der Lage
der Knoten auf der freien Oberfla¨che kommt, fu¨hrt dies zu einer Vera¨nderung
der La¨ngen der einzelnen Elemente auf der freien Oberfla¨che. Um zu gewa¨hr-
leisten, daß es wa¨hrend des gesamten Berechnungszeitraums bei einer ausrei-
chend gleichma¨ßigen Verteilung der Knoten auf der freien Oberfla¨che bleibt,
wurden diese Knoten, wenn notwendig, auf der momentanen geometrischen
Lage der freien Oberfla¨che neu positioniert. Kriterium fu¨r eine Neupositio-
nierung der Knoten auf der freien Oberfla¨che war, daß es zwei benachbarte
Elemente auf der freien Oberfla¨che gibt, bei denen das Verha¨ltnis der Ele-
mentla¨ngen kleiner als 0.8 oder gro¨ßer als 1.2 ist. Im Falle einer Neupositio-
nierung wurde die momentane Zeitschrittweite mit ∆t=0.0866 s initialisiert.
Die Neupositionierung der Knoten auf der freien Oberfla¨che erfolgte derart,
daß der ausgezeichnete Knoten, der zum betrachteten Zeitpunkt die maxi-
male Vertikalauslenkung aller Knoten auf der freien Oberfla¨che hat, seine
Position beibeha¨lt. Die Knoten auf der freien Oberfla¨che wurden zwischen
Zuflußrand (ΓIn) und diesem ausgezeichneten Knoten sowie zwischen diesem
ausgezeichneten Knoten und dem Ausflußrand (ΓOut) jeweils a¨quidistant neu
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positioniert. In Abbildung 3.7 sind die verwendeten Zeitschrittweiten u¨ber
dem Zeitschrittindex dargestellt. Abbildung 3.8 zeigt, wie sich die relative
Gesamtmasse des Fluids wa¨hrend der Berechnung entwickelt. V bezeichnet
dabei den Fla¨cheninhalt der vom Berechnungsgebiet umschlossenen Fla¨che.
V0 bezeichnet den Wert von V bei t=0 zu Beginn der Berechnung.
Abbildung 3.4 zeigt den Zustand der Welle zu den Zeitpunkten t=0.000 s,
0.703 s, 1.425 s, 2.122 s, 2.673 s, 3.127 s, 3.521 s, 3.876 s, 4.203 s und 4.506
s. Bis t=1.425 s besitzt die Welle eine konstante Wellenho¨he von etwa 18
m. Bei x=395 m (Position maximaler Oberfla¨chenauslenkung bei t=1.425 s)
betra¨gt die lokale Wassertiefe 25 m. Ab t=2.122 s zeigt sich eine zunehmende
Asymmetrie der Wellenform, die zu einer Aufsteilung der Wellenfront fu¨hrt.
Zum Zeitpunkt t=3.943 s stellt sich bei x=447 m eine vertikale Wellenfront
ein; danach bildet sich eine Brecherzunge aus.
Abbildung 3.5 zeigt das Geschwindigkeitsfeld innerhalb der Welle zum Zeit-
punkt t=4.357 s. Die maximale Geschwindigkeit tritt im Bereich der Brecher-
zunge auf. Abbildung 3.6 zeigt das Geschwindigkeitsfeld innerhalb der Brecher-
zunge (zum Zeitpunkt t=4.357 s) im Detail. Die Geschwindigkeitsvektoren
in der Brecherzunge sind nach unten gerichtet, was ein Zusammenbrechen
der Brecherzunge indiziert. Die maximale Geschwindigkeit in der Brecher-
zunge betra¨gt (vx, vz)=(17.72 m/s, -9.24 m/s) bei (x, z)=(453.0 m, 19.5
m). Die Geschwindigkeit mit maximaler Horizontalgeschwindigkeit betra¨gt
(vx, vz)=(18.98 m/s, -4.57 m/s) bei (x, z)=(451.5 m, 16.5 m). Die Ho¨he der
Brecherzunge betra¨gt etwa 12 m, die lokale Wassertiefe bei x=454 m betra¨gt
24.3 m.
Fu¨r Offshore-Windkraftanlagen hat das Auftreffen einer vertikalen Wellen-
front bzw. einer Brecherzunge mit einer ausgepra¨gten Ho¨he (hier etwa 12
m) eine starke kurzzeitige Belastung in Form eines Druckschlags zur Folge.
Beim Auftreffen einer solchen Wellenfront auf eine zylindrische Tragstruktur
ist die auftretende Belastung auf die Tragstruktur wesentlich ho¨her als bei
Umstro¨mung durch normale Seegangswellen.
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Abbildung 3.4: Wellenform zu den Zeitpunkten t=0.000 s, 0.703 s, 1.425 s,
2.122 s, 2.673 s, 3.127 s, 3.521 s, 3.876 s, 4.203 s, 4.506 s (BEM-Berechnung)
3.3 Druckschlagbelastung
Der Druckschlag, den ein Festko¨rper beim Eintreten in ein nahezu inkom-
pressibles Fluid erfa¨hrt, fu¨hrt abha¨ngig von der Form des Ko¨rpers und den
geometrischen Abmessung zur einer kurzzeitigen hohen o¨rtlichen Druckbe-
lastung auf der Ko¨rperoberfla¨che. Im Falle von Offshore-Windkraftanlagen
mit einer zylindrischen Tragstruktur tritt ein Druckschlag auf die Zylinder-
wandung dann auf, wenn ein Teilbereich des Zylinders nahezu gleichzeitig
u¨ber eine endliche Ho¨he von einer Welle erfaßt wird. Bei normalem Seegang,
wenn der Wasserstand um den Turmzylinder herum kontinuierlich variiert,
erfolgt dieser Vorgang nur u¨ber eine sehr geringe Teilho¨he und ist in diesem
Sinne nicht als Druckschlag zu bewerten (Abbildung 3.9, links). Bei steilen
Wellen, bei denen innerhalb eines sehr kurzen Zeitraums der Turmzylinder
u¨ber eine endliche Ho¨he von der Wellenfront erfaßt wird, ergibt sich u¨ber
einen kurzen Zeitraum eine starke Druckschlagbelastung u¨ber die Ho¨he der
steilen Wellenfront (Abbildung 3.9, rechts). Dies fu¨hrt sowohl lokal auf sehr
große Dru¨cke auf der Zylinderoberfla¨che als auch zu kurzzeitig sehr großen
globalen Schnittgro¨ßen innerhalb der Turmstruktur.
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Abbildung 3.5: Geschwindigkeitsfeld innerhalb der Welle zum Zeitpunkt
t=4.357 s (BEM-Berechnung)










Abbildung 3.6: Geschwindigkeitsfeld innerhalb der Brecherzunge zum Zeit-
punkt t=4.357 s (BEM-Berechnung)
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Abbildung 3.7: Zeitschrittweite u¨ber Iterationsindex (BEM-Berechnung)











Abbildung 3.8: Entwicklung der relativen Gesamtmasse u¨ber Iterationsindex
(BEM-Berechnung)
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Abbildung 3.9: Benetzung Zylinderoberfla¨che bei durchschnittlicher Welle
(links) und Extremwelle (rechts)
Erste Untersuchungen zur Problematik des Eintauchens von Festko¨rpern in
ein inkompressibles Fluid wurden von VON KA´RMA´N [109] und WAGNER
[111] in Hinblick auf das Landen von Wasserflugzeugen durchgefu¨hrt. An-
nahme war hierbei, daß sich das (inkompressible) Fluid wie eine Potential-
stro¨mung verha¨lt. Es wurde hierbei von einer zweidimensionalen Betrachtung
ausgegangen, d. h. es wurde das vertikale Eintauchen des Querschnitts von
Auftriebsko¨rpern in ein Fluid betrachtet (Abbildung 3.10). Durch die Appro-
ximation unterschiedlicher Querschnittsgeometrien der Auftriebsko¨rper mit-
tels analytischer Funktionsansa¨tze konnten unter Anwendung der Bernoulli-
Gleichung Aussagen u¨ber die transiente Druckverteilung auf der Unterseite
der Auftriebsko¨rper gewonnen werden.
Darauf aufbauend wurden von GODA [35] und FABULA [27] Modelle fu¨r
die Umstro¨mung von Kreisprofilen erstellt. Eine der neuesten Entwicklun-
gen auf diesem Gebiet stellt die Arbeit von WIENKE [115] dar. Durch die
Approximation der Kreisform durch polynomiale Ansatzfunktionen gelangt
WIENKE [115] zu einer geschlossenen analytischen Lo¨sung fu¨r die transiente
Benetzung eines Kreisquerschnitts und zur damit in Zusammenhang stehen-
den transienten Druckverteilung entlang des Kreisumfangs.
In bezug auf reale Turmstrukturen haben die vorgenannten Modelle einen
Aspekt gemeinsam. In allen Modellen wird von einer inkompressiblen unver-
mischbaren Einphasenstro¨mung (Wasser) ausgegangen. Bei Auftreffen auf
eine als starr angenommene Festko¨rperstruktur (wie z. B. Stahlzylinder mit
ausreichend dimensionierter Wanddicke) ergibt sich zwangsla¨ufig eine Druck-
singularita¨t zu Beginn des Druckschlagprozesses, wenn das inkompressible














Abbildung 3.10: Eintauchen eines Auftriebsko¨rpers nach [109]
Fluid die starre Festko¨rperstruktur erstmals beru¨hrt. Diese Drucksingularita¨t
ist insofern nicht realistisch, als sowohl die Festko¨rperstrukur etwas nachgie-
big ist als auch im Grenzbereich zwischen den Medien Wasser und Luft beim
Auftreffen auf die Zylinderaußenwand eine gewisse Durchmischung beider
Medien vorherrscht (Gischt).
In diesem Zusammenhang wird in dieser Arbeit ein Ansatz verfolgt, dem
die Annahme einer Zweiphasenstro¨mung zugrunde liegt. Es wird im kon-
kreten Fall von einer Wasser-Luft-Stro¨mung mit einer gemeinsamen Grenz-
fla¨che ausgegangen. Ein ortsfester Zylinder bzw. Kreisquerschnitt wird hier-
bei dem Auftreffen einer solchen Zweiphasenstro¨mung ausgesetzt, und die
zeitliche Entwickung der Oberfla¨chen- bzw. Randbenetzung sowie die zu-
geho¨rige Druckentwicklung werden analysiert.
3.3.1 Modellierung Zweiphasenstro¨mung
Dem in dieser Arbeit verwendeten Modell zur Beschreibung des Druckschlag-
prozesses liegen fu¨r die Fluidbeschreibung die Navier-Stokes-Gleichungen fu¨r
viskose laminare Stro¨mungen zugrunde. Es wird dabei fu¨r beide Phasen der
Stro¨mung (Wasser, Luft) ein eindeutiges Geschwindigkeits- und Druckfeld
verwendet. Die Darstellung der Phasengrenze zwischen beiden Fluiden er-
folgt mit einer Differentialgleichung erster Ordnung, die die Advektion der
freien Oberfla¨che im betrachteten Gebiet erfaßt.
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Dabei bezeichnet ρ(x) die Dichte, ui(x) die Geschwindigkeitskomponenten,
fi(x) die Komponenten der Feldkra¨fte (Gravitation), η(x) die kinematische
Viskosita¨t und p(x) den Druck.
Die Advektionsgleichung, welche zur Repra¨sentation der Grenzfla¨che zwi-
schen Wasser und Luft bzw. zur Darstellung der freien Oberfla¨che der Welle






+ u(x) • ∇c(x) = 0 (3.22)
Hierbei gilt stets 0.0 ≤ c(x) ≤ 1.0. c(x) = 1.0 bedeutet, daß am Ort x das
Medium Wasser vorliegt, c(x) = 0.0 hingegen, daß am Ort x das Medium
Luft vorliegt (vgl. auch Abbildung 3.11). Das skalare Feld c(x),x ∈ Ω, wird
nach obiger Advektionsgleichung mit dem im Gebiet Ω vorherrschenden Ge-
schwindigkeitsfeld u(x),x ∈ Ω, transportiert und gibt somit die Verteilung
von Wasser- und Luftanteil im betrachteten Gebiet an.
Zur Simulation des Druckschlags wird an einem zweidimensionalen Modell
die Druckentwicklung auf dem Rand einer Kreisstruktur beim Auftreffen ei-
ner Wasserfront untersucht. Die zeitliche Entwicklung der Randbenetzung
und die zugeho¨rige Druckentwicklung auf dem Kreisrand werden ausgewer-
tet.
An einem dreidimensionalen Modell wird die Umstro¨mung einer Zylinder-
struktur beim Auftreffen einer Extremwelle simuliert. Aus der sich ergeben-
den Druckverteilung auf der Zylinderoberfla¨che ko¨nnen globale Schnittgro¨ßen
fu¨r die Turmbelastung einer Offshore-Windkraftanlage ermittelt werden.
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3.3.2 Diskretisierung
Navier-Stokes-Gleichungen
Fu¨r die oben genannten Berechnungen werden die Navier-Stokes-Gleichungen
durch ein Finite-Volumen-Modell (FV) diskretisiert. Dabei wird das betrach-
tete Gebiet in polyhedrale Kontrollvolumina aufgeteilt. Die freien Gro¨ßen
sind das Geschwindigkeitsfeld u(x) = [u1(x), u2(x), u3(x)]
T (vektoriell) und
das Druckfeld p(x) (skalar). Fu¨r jedes Kontrollvolumen werden diskrete Frei-
werte dieser Gro¨ßen definiert. Die diskrete Form der Gleichungen 3.20, 3.21
wird durch Volumenintegration u¨ber alle Kontrollvolumina erhalten. Auf die-
se Weise kann fu¨r jedes Kontrollvolumen die Erhaltung von Masse und Impuls
beschrieben werden. Durch Anwendung des Gaußschen Satzes erfolgt eine
Transformation der Gleichungen von Volumenintegralen auf Oberfla¨chenin-
tegrale, welche u¨ber die Oberfla¨chen der einzelnen Kontrollvolumina gebildet
werden. Die Diskretisierung der Diffusionsterme und des Terms des Druckgra-
dienten erfolgt durch Verwendung ra¨umlicher trilinearer Ansatzfunktionen.
Zur Diskretisierung der advektiven Terme wird ein Upwind-Schema verwen-
det, welches auf dem Verfahren von BARTH und JESPERSON [4] beruht.
Die Gleichung zur Ermittlung der Druckverteilung folgt einem Ansatz von
RHIE und CHOW [88]. Die Gleichungen fu¨r die Impulserhaltung in den drei
Raumrichtungen und die Gleichung zur Bestimmung der Druckverteilung
werden in einem gemeinsamen Gleichungssystem formuliert.
Advektionsgleichung fu¨r Beschreibung der Grenzfla¨che
Die diskrete Darstellung der freien Oberfla¨che der Wassermasse (Welle) er-
folgt mit einer Volume-of-Fluid Methode (VOF), die in einer ersten Form von
HIRT und NICHOLS [49] dargestellt wurde. Die Lage der freien Oberfla¨che
wird demnach wie folgt beschrieben: Eine skalare Gro¨ße c1, deren Wert zwi-
schen 0 und 1 liegt, wird zur Identifikation des Mediums im betrachteten Kon-
trollvolumen herangezogen. Das Kontrollvolumen ist vollsta¨ndig mit Wasser
gefu¨llt, wenn fu¨r das Kontrollvolumen der entsprechende Wert c1 = 1.0 ist.
Dementsprechend ist das Kontrollvolumen vollsta¨ndig mit Luft gefu¨llt, wenn
fu¨r das Kontrollvolumen c1 = 0.0 ist. c1 gibt damit den prozentualen Anteil
von Wasser in einem Kontrollvolumen an. In der verwendeten Diskretisierung
tritt eine analoge Gro¨ße c2 = 1.0 − c1 auf, welche den prozentualen Anteil
von Luft im Kontrollvolumen angibt (Abbildung 3.11). Die numerisch genaue
ra¨umliche Lage der Grenzfla¨che zwischen Wasser und Luft befindet sich per
Definition genau dort, wo c1 = c2 = 0.5 gilt. Im Zusammenhang mit der oben
beschriebenen Ortsdiskretisierung durch Finite Volumen wird das Verfahren
als Finite Volumen – Volume-of-Fluid Modell (FVVOF) bezeichnet.
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Abbildung 3.11: Volume-Fraction-Werte c1 (Wasser, links) und c2 (Luft,
rechts) an der Grenzfla¨che
3.3.3 Belastung auf Kreisrand
Um die Umstro¨mung eines Kreisquerschnitts durch eine auftreffende ebene
Wasserfront zu simulieren, wurde eine Berechnung an einem zweidimensiona-
len Modell ausgefu¨hrt (Abbildung 3.12). Die La¨nge des Berechnungsgebietes
betrug dabei Ly = 1.20 m, die Breite Lx = 2.20 m. Um einen Mittelpunkt,
der ∆y = 0.70 m und ∆x = 1.10 m vom linken unteren Rand des Berech-
nungsgebietes entfernt liegt (vgl. Abbildung 3.12), wurde ein kreisfo¨rmiger
Rand mit einem Durchmesser von D = 0.70 m festgelegt, der den Außenrand
einer Kreisstruktur darstellt. Das Gebiet wurden entlang seiner rechtecki-
gen Außenbegrenzung mit quadratischen Kontrollvolumen der Seitenla¨nge
Le = 0.008 m diskretisiert. Fu¨r die kreisfo¨rmige Gebietsbegrenzung wurde
eine Diskretisierung mit 450 Kontrollvolumen in Umfangsrichtung gewa¨hlt,
woraus sich fu¨r jedes Kontrollvolumen am Kreisrand eine Seitenla¨nge von
Le ≈ 0.005 m ergibt. Ein Ausschnitt des verwendeten Berechnungsnetzes ist
in Abbildung 3.13 dargestellt.
Am Gebietsrand oberstrom (Abbildung 3.12, links) wurde eine konstante
Zuflußgeschwindigkeit von V = 10.0 m/s normal zum Rand vorgegeben. Un-
terstrom (Abbildung 3.12, rechts) wurde als Randbedingung ein konstanter
Druck von p = 0 vorgegeben. An allen anderen Gebietsra¨ndern (seitliche
Ra¨nder und Kreisrand) wurden Wandrandbedingungen (Normalengeschwin-
digkeit Null; keine Haftreibung in Tangentialrichtung) vorgegeben.
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Abbildung 3.12: Finite-Volumen-Netz fu¨r Druckschlagberechnung (zweidi-
mensional)
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Als Anfangszustand wurde oberstrom vom Kreisrand als Fluidmedium Was-
ser (c1 = 1.0, c2 = 0.0) und unterstrom der Phasengrenze als Fluidmedium
Luft (c1 = 0.0, c2 = 1.0) vorgegeben. Zwischen Kreisrand und Wasserfront
wurde zu Beginn ein geringer Abstand gewa¨hlt. Damit beschreibt der An-
fangszustand der Berechnung einen Zeitpunkt kurz vor dem Auftreffen der
Wasserfront auf den Kreisrand (Abbildung 3.32: Wellenfront zum Zeitpunkt
des Auftreffens der Wasserfront auf den Kreisrand). Die Anfangsgeschwin-
digkeit der Stro¨mung im Gebiet (sowohl fu¨r Wasser als auch fu¨r Luft) wurde
gleich der Zuflußgeschwindigkeit (Randbedingung oberstrom) gesetzt. Fu¨r
die Berechnung wurde die Zeitschrittweite konstant zu ∆t = 0.0001 s festge-
legt. Der Gesamtzeitraum der Simulation betrug TGes = 0.0250 s.










Abbildung 3.13: Ausschnitt aus Finite-Volumen-Netz (zweidimensional)
Sobald die Wasserfront den Kreisrand erreicht, erfolgt eine Verformung der
zu Beginn der Berechnung noch geradlinig verlaufenden Wasserfront. Ent-
sprechend der transienten Entwicklung der Kreisrandbenetzung ergibt sich
auf dem Kreisrand eine zeitabha¨ngige Druckentwicklung.
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Die Auswertung des Druckverlaufs auf dem Kreisrand erfolgt an ausgewa¨hl-
ten Positionen. Diese sind in Abbildung 3.14 dargestellt (Pos. A: φ = 0◦, Pos.
B: φ = 15◦, Pos. C: φ = 30◦, Pos. D: φ = 60◦).
Abbildung 3.14: Wasserfrontverlauf (links: Wasser, rechts: Luft) nach Auf-
treffen auf Kreisrand mit Angabe der Positionen A, B, C, und D auf Kreis-
rand
Der Mischungseffekt, dem beide Fluide im Bereich der Oberfla¨che unterliegen,
bewirkt eine zeitlich kontinuierliche Vera¨nderung der mittleren Fluiddichte.
Damit ergibt sich auf dem Kreisrand auch, daß die zeitliche Druckentwicklung
kontinuierlich verla¨uft. Das Mischungsverhalten der beiden Fluide am Kreis-
rand und der damit verbundene kontinuierliche Anstieg der mittleren Fluid-
dichte tragen zu einer Da¨mpfung der Druckwirkung auf dem Festko¨rperrand
bei.
Der sich aus der Berechnung ergebende Druckverlauf auf dem Kreisrand u¨ber
dem Winkel und u¨ber der Zeit ist in Abbildung 3.15 dargestellt.
Zur Auswertung der Berechnungergebnisse werden im folgenden die transien-
ten Druckverla¨ufe an den in Abbildung 3.14 aufgefu¨hrten Positionen darge-
stellt (A, B, C, D). Desweiteren werden die Druckverla¨ufe entlang des Kreis-
umfangs bzw. entlang der lateralen Radialkoordinate des Kreises aufgefu¨hrt.
Die Berechnungsergebnisse werden mit der von WIENKE [115] analytisch
ermittelten Druckverteilung als auch mit den experimentellen Ergebnissen
von WIENKE [115] zur Druckschlagproblematik verglichen.
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Abbildung 3.15: Druckverlauf auf Kreisrand u¨ber Winkel und Zeit
Es zeigt sich in den Abbildungen 3.16, 3.17, 3.18 und 3.19 eine gute U¨berein-
stimmung der Berechnungsergebnisse mit den von Wienke experimentell er-
mittelten Druckverteilungen fu¨r die Positionen B (φ = 15◦) und C (φ = 30◦).
An den Positionen A, B und C treten die Druckmaxima fu¨r alle drei Modelle
(FVVOF, Modell Wienke, Experiment Wienke) zu anna¨hernd gleichen Zeit-
punkten auf. Fu¨r den zeitlichen Druckverlauf an Position D ist fu¨r keinen
Zeitpunkt ein charakteristisches Druckmaximum auszumachen. In den Ab-
bildungen 3.17 und 3.18 zeigt sich, daß die Maximaldru¨cke fu¨r das Modell
von Wienke (Einphasenstro¨mung) und fu¨r die Messungen von Wienke u¨ber
den Maximaldru¨cken fu¨r das FVVOF-Modell (Zweiphasenstro¨mung) liegen.
An den Positionen A, B und C zeigt sich fu¨r Zeitpunkte nach dem Auf-
treten des Druckmaximums eine deutliche U¨bereinstimmung beider Berech-
nungsmodelle (FVVOF, Modell Wienke) mit den experimentellen Ergebnis-
sen von Wienke. Der Sprung in den Druckverla¨ufen nach dem Modell von
Wienke ist auf zwei unterschiedliche Approximationsansa¨tze fu¨r den ersten
(t ≤ 0.125R/V ) und den zweiten (t > 0.125R/V ) Zeitabschnitt zuru¨ck-
zufu¨hren. Bei Position B liegt das Druckmaximum fu¨r das Modell von Wien-
ke u¨ber dem experimentell ermittelten Wert, fu¨r das FVVOF-Modell unter
dem experimentell ermittelten Wert. Bei Position C liegen die Druckma-
xima fu¨r beide Berechnungsmodelle unterhalb des experimentell ermittel-
ten Wertes. Bei Position A (Abbildung 3.16) liefert das Modell von Wienke
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Abbildung 3.16: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position A (φ = 0◦)















Abbildung 3.17: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position B (φ = 15◦)
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Abbildung 3.18: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position C (φ = 30◦)














Abbildung 3.19: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position D (φ = 60◦)
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Abbildung 3.20: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei t = tA















Abbildung 3.21: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei t = tB
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Abbildung 3.22: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei t = tC
















Abbildung 3.23: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei t = tD
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Pos. FVVOF Modell Modell Wienke Experiment Wienke
pmax t pmax t pmax t
A 15.9ρV 2 0.000R/V – 0.000R/V 40.0ρV 2 0.000R/V
B 9.55ρV 2 0.011R/V 33.6ρV 2 0.015R/V 25.0ρV 2 0.020R/V
C 4.98ρV 2 0.066R/V 8.01ρV 2 0.062R/V 11.2ρV 2 0.060R/V
Tabelle 3.1: Druckmaxima an den Positionen A, B, C und D
(Einphasenstro¨mung) fu¨r den Zeitpunkt t = 0 eine Drucksingularita¨t. Das
FVVOF-Modell (Zweiphasenstro¨mung; Luft-Wasser) liefert einen kontinu-
ierlichen Druckanstieg bis zum Druckmaximum bei t = 0 und danach ein
stetiges Abfallen des Drucks. An allen drei Positionen (A, B, C) liegt das
Druckmaximum fu¨r das FVVOF-Modell unterhalb des Wertes aus dem Mo-
dell von Wienke.
Die Druckmaxima fu¨r die einzelnen Modelle an den Positionen A, B und C
mit den zugeho¨rigen Zeitpunkten des Auftretens sind in Tabelle 3.1 darge-
stellt. Fu¨r Position D (Abbildung 3.19) wird hinsichtlich der Druckmaxima
kein Vergleich zwischen den einzelnen Modellen gezogen. Es ist jedoch zu er-
kennen, daß die Gro¨ßenordnung des Drucks an Position D wesentlich kleiner
als an den Positionen A, B und C ist und somit fu¨r die Gesamtbelastung
von Strukturen mit kreisfo¨rmigem Querschnitt keinen maßgebenden Anteil
liefert.
In den Abbildungen 3.20, 3.21, 3.22 und 3.23 ist der radiale Druckverlauf
(x: transversale Koordinate, vgl. Abbildung 3.14) zu den Zeitpunkten
tA = 0.000R/V , tB = 0.011R/V , tC = 0.053R/V und tD = 0.301R/V darge-
stellt. Bei den ersten drei Zeitpunkten (tA, tB, tC) treten die Druckmaxima
fu¨r die einzelnen Modelle (FVVOF, Modell Wienke, Experiment Wienke)
na¨herungsweise an den gleichen Radialkoordinaten auf. Fu¨r den Zeitpunkt
tD kann ein qualitativ gleicher radialer Druckverlauf fu¨r die drei Modelle
festgestellt werden. In Abbildung 3.20 zeigt das Modell von Wienke eine
Drucksingularita¨t fu¨r x = 0. Das FVVOF-Modell zeigt fu¨r (t = tA, x = 0)
ein endliches Druckmaximum und ein stetiges Abfallen des Drucks in radia-
ler Richtung. Zum Zeitpunkt tB (Abbildung 3.21) ergibt das Berechnungsmo-
dell von Wienke ein Druckmaximum, das u¨ber dem experimentell ermittelten
Druckmaximum liegt, und das FVVOF-Modell ein Druckmaximum unterhab
des experimentell ermittelten Wertes. Zum Zeitpunkt tC (Abbildung 3.22) lie-
fern beide Berechnungsmodelle (FVVOF, Modell Wienke) Druckmaxima, die
unterhalb des experimentellen Wertes liegen. Zu allen drei Zeitpunkten (tA,
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Zeit FVVOF Modell Modell Wienke Experiment Wienke
pmax x pmax x pmax x
0.000R/V 15.9ρV 2 0.000R – 0.000R 40.0ρV 2 0.000R
0.011R/V 10.7ρV 2 0.232R 30.0ρV 2 0.202R 15.0ρV 2 0.259R
0.053R/V 6.16ρV 2 0.466R 9.33ρV 2 0.444R 11.0ρV 2 0.500R
Tabelle 3.2: Druckmaxima an den Positionen A, B, C und D
tB, tC) liefert das FVVOF-Modell (Zweiphasenstro¨mung) geringere Druck-
maxima als das Berechnungsmodell von Wienke (Einphasenstro¨mung). Die
Druckmaxima fu¨r die einzelnen Modelle und die Radialkoordinaten ihres Auf-
tretens sind in Tabelle 3.2 aufgefu¨hrt.
In den Abbildungen 3.24 bis 3.26 sind die zeitlichen Druckverla¨ufe fu¨r die
einzelnen drei Modelle an den Positionen A, B, C und D dargestellt. Die
Abbildungen 3.27 bis 3.29 zeigen den radialen Druckverlauf fu¨r die einzelnen
drei Modelle zu den Zeitpunkten tA, tB, tC und tD.
Fu¨r alle drei Druckverla¨ufe (FVVOF, Modell Wienke, Experiment Wienke)





p(φ, t) cos(φ)Rdφ (3.23)
In Abbildung 3.30 ist der Verlauf der resultierenden Gesamtkraft u¨ber die
Zeit dargestellt.
Es zeigt sich, daß beide Berechnungsmodelle (FVVOF, Wienke) einen a¨hn-
lichen Verlauf der resultierenden Kraft ergeben. Beim FVVOF-Modell ist
nach dem Maximum zuna¨chst ein starkes Abfallen der resultierenden Kraft
zu beobachten. Im weiteren Verlauf nimmt die resultierende Kraft dann mit
kontinuierlich sinkendem Gefa¨lle ab. Es la¨ßt sich eine gute U¨bereinstimmung
des Maximalwertes der resultierenden Gesamtkraft aus den experimentellen
Ergebnissen von Wienke mit den Maximalwerten aus beiden Berechnungs-
modellen zum Zeitpunkt t = 0.00R/V feststellen. Desweiteren zeigt sich eine
gute U¨bereinstimmung des zeitlichen Verlaufs der resultierenden Gesamt-
kraft aus den experimentellen Ergebnissen mit den zeitlichen Verla¨ufen aus
beiden Berechnungsmodellen. Das Abfallen im Verlauf der resultierenden Ge-
samtkraft fu¨r die experimentellen Ergebnisse von Wienke zu den Zeitpunkten
58 KAPITEL 3. WELLENMODELLIERUNG
















Abbildung 3.24: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position A, B, C und D (FVVOF-
Modell)


















Abbildung 3.25: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position A, B, C und D (Modell
Wienke)
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Abbildung 3.26: Druckverlauf u¨ber Zeit bei Position A, B, C und D (Expe-
riment Wienke)
















Abbildung 3.27: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei Zeitpunkten tA, tB,
tC und tD (FVVOF-Modell)
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Abbildung 3.28: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei Zeitpunkten tA, tB,
tC und tD (Modell Wienke)

















Abbildung 3.29: Druckverlauf u¨ber Radialkoordinate bei Zeitpunkten tA, tB,
tC und tD (Experiment Wienke)
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t = 0.03R/V und t = 0.04R/V ist dadurch begru¨ndet, daß die resultieren-
de Gesamtkraft fu¨r das Experiment von Wienke mittels Gleichung 3.23 aus
den meßtechnisch erfaßten Druckverla¨ufen an den Positionen A (φ = 0◦), B
(φ = 15◦), C (φ = 30◦) und D (φ = 60◦) ermittelt und dabei fu¨r die Bildung
des Umfangsintegrals (vgl. Gleichung 3.23) fu¨r dazwischenliegende Positionen
(0◦ < φ < 15◦; 15◦ < φ < 30◦; 30◦ < φ < 60◦) fu¨r den Druckverlauf linear in-
terpoliert wurde. Da bei den Zeitpunkten t = 0.03R/V (tB < 0.03R/V < tC)
und t = 0.04R/V (tB < 0.04R/V < tC) das Druckmaximum in radialer
Richtung im Bereich 15◦ < φ < 30◦ liegt und das Druckmaximum zu diesen
Zeitpunkten daher meßtechnisch nicht erfaßt wurde, ergeben sich fu¨r diese
Zeitpunkte t = 0.03R/V und t = 0.04R/V aus den experimentell ermittelten
Druckwerten geringere Werte fu¨r die resultierende Gesamtkraft.













Abbildung 3.30: resultierende Kraft (Umfangsintegral u¨ber Druck) u¨ber Zeit
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Abbildung 3.31: benetzte Breite c(t) u¨ber Zeit
Um eine Aussage u¨ber das Ausbreitungsverhalten der Wellenfront auf dem
Kreisrand zu erhalten, wurde fu¨r einzelne Zeitpunkte die jeweils bis dahin
benetzte Breite c(t) ermittelt. Die Verla¨ufe sind fu¨r die einzelnen Modelle
in Abbildung 3.31 dargestellt. Fu¨r alle drei Verla¨ufe ist eine gute U¨berein-
stimmung der benetzten Breite zu erkennen (vgl. auch Abbildungen 3.32 bis
3.35).
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Abbildung 3.32: Wellenfront bei t = tA (0.000R/V) (FVVOF-Modell)
Abbildung 3.33: Wellenfront bei t = tB (0.011R/V) (FVVOF-Modell)
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Abbildung 3.34: Wellenfront bei t = tC (0.053R/V) (FVVOF-Modell)
Abbildung 3.35: Wellenfront bei t = tD (0.301R/V) (FVVOF-Modell)
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3.4 Turmbelastung durch Extremwellen
In diesem Abschnitt werden Berechnungsergebnisse fu¨r die Belastung ei-
ner zylindrischen Turmstruktur infolge einer extremen Tiefwasserwelle (50-
Jahres-Welle) bei einer Wassertiefe von d=40 m und fu¨r den Fall einer ex-
tremen Flachwasserwelle bei einer Wassertiefe von d=20 m dargestellt.
3.4.1 Tiefwasserwelle
In den Richtlinien fu¨r die Bemessung von Offshore-Windkraftanlagen [34]
wird die Durchfu¨hrung einer Bemessung unter der Annahme einer Extrem-
welle mit einer Wiederkehrperiode von 50 Jahren gefordert. Fu¨r einen ge-
gebenen Standort sind somit extreme charakteristische Seegangsparameter
aus Langzeitbeobachtungen bzw. -messungen zu ermitteln (z. B. [17]). Fu¨r
einen Standort in der Deutschen Bucht bei einer mittleren Wassertiefe von
d=40 m wurden entsprechende Seegangsparameter aus einer repra¨sentati-
ven Weibull-Verteilung fu¨r die charakteristische Wellenho¨he HS (Weibull-
Parameter β = 1.5, η = 2.25, γ = 0.0) ermittelt (Abbildung 3.36). Bei
einer U¨berschreitungsha¨ufigkeit von 1
146000
(146000: Anzahl der 3-Stunden-
Seegangszusta¨nde in 50 Jahren) ergibt sich eine entsprechende charakteri-
stische Wellenho¨he fu¨r einen 50-Jahres-Seegang durch Invertierung der ku-
mulierten Weibull-Verteilungsfunktion und damit eine charakteristische Wel-
lenho¨he von HS,50 = 11.7 m. Die zugeho¨rige Nulldurchgangsperiode TD kann










wobei g die Gravitationskonstante ist und somit eine Nulldurchgangsperiode
von 12.1 s ≤ TD ≤ 15.6 s folgt. Die gescha¨tzte Extremwellenho¨he wa¨hrend







= 21.6 m (3.25)
wobei Tref = 3 h = 10800 s ist. Entsprechend Abbildung 2.1 ist zur Er-
mittlung der Wellenkinematik fu¨r eine Extremwelle mit HD = 21.6 m und
TD = 12.1 s bei einer Wassertiefe von d=40 m die Stokessche Wellentheorie
66 KAPITEL 3. WELLENMODELLIERUNG
fu¨nfter Ordnung anwendbar, was eine analytische Beschreibung der Welle
ermo¨glicht [94].




















Abbildung 3.36: Ha¨ufigkeitsdichte der charakteristischen Wellenho¨he HS
Abbildung 3.37 zeigt die Oberfla¨chenauslenkung η der Welle u¨ber der Zeit.
Der Zeitpunkt t = 0.0 s bezeichnet dabei den Zeitpunkt maximaler Ober-
fla¨chenauslenkung der Welle in Turmmitte. Die sich ergebenden kinema-
tischen Gro¨ßen (Geschwindigkeitsfeld, Beschleunigungsfeld) innerhalb einer
Wellenperiode sind in den Abbildungen 3.38, 3.39, 3.40 und 3.41 dargestellt.
Die Welle besitzt eine maximale Horizontalgeschwindigkeit am Wellenberg
bei t = 0.0 s und eine maximale Horizontalbeschleunigung bei t ≈ −1.0 s
(Abbildungen 3.38 und 3.40). Aus den kinematischen Feldgro¨ßen ergibt sich
unter Anwendung von Gleichung 2.8 (Morison-Gleichung) fu¨r einen Turm-
durchmesser von DT = 5.0 m die zeit- und ho¨henabha¨ngige Morisonkraft auf
die Zylinderstruktur. Diese ist in ihren Anteilen (Za¨higkeits- und Tra¨gheits-
anteil, Abbildungen 3.42 und 3.43) und insgesamt (Abbildung 3.44) darge-
stellt. Durch die zeitliche Phasenverschiebung von Horizontalgeschwindigkeit
und -beschleunigung tritt das Maximum der Morisonkraft an der Wasserober-
fla¨che bei t < 0 auf (Abbildung 3.44). Dementsprechend treten die Maxima
der Querkraft Qxx und des Biegemomentes Myy am Fußpunkt der Turm-
struktur bei t ≈ −0.67 s auf (Abbildungen 3.45 und 3.46).
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Abbildung 3.37: Oberfla¨chenauslenkung einer Stokesschen Welle bei einer
Wassertiefe von d=40 m u¨ber Zeit
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Abbildung 3.38: Horizontalgeschwindigkeit innerhalb einer Stokesschen Welle
u¨ber Ho¨he und Zeit
Abbildung 3.39: Vertikalgeschwindigkeit innerhalb einer Stokesschen Welle
u¨ber Ho¨he und Zeit
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Abbildung 3.40: Horizontalbeschleunigung innerhalb einer Stokesschen Welle
u¨ber Ho¨he und Zeit
Abbildung 3.41: Vertikalbeschleunigung innerhalb einer Stokesschen Welle
u¨ber Ho¨he und Zeit
70 KAPITEL 3. WELLENMODELLIERUNG
Abbildung 3.42: Za¨higkeitsanteil der Morisonkraft innerhalb einer Stokes-
schen Welle u¨ber Ho¨he und Zeit
Abbildung 3.43: Tra¨gheitsanteil der Morisonkraft innerhalb einer Stokesschen
Welle u¨ber Ho¨he und Zeit
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Abbildung 3.44: Morisonkraft innerhalb einer Stokesschen Welle u¨ber Ho¨he
und Zeit














Abbildung 3.45: Resultierende Querkraft am Turmfußpunkt infolge Wellen-
belastung (Stokessche Welle)
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Abbildung 3.46: Resultierendes Biegemoment am Turmfußpunkt infolge Wel-
lenbelastung (Stokessche Welle)
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3.4.2 Flachwasserwelle
Fu¨r die Ermittlung der Schnittgro¨ßen auf eine zylindrische Turmstruktur in-
folge einer Extremwelle im Flachwasserbereich wurde die Umstro¨mung eines
Zylinders durch eine Einzelwelle (Soliton) bei einer mittleren Wassertiefe von
d=20 m simuliert. Hierzu wurde das in Abschnitt 3.3.2 beschriebene Finite
Volumen – Volume-of-Fluid Verfahren (FVVOF) angewendet. Die Berech-
nung wird in dem in Abbildung 3.47 dargestellten quaderfo¨rmigen Berech-
nungsgebiet durchgefu¨hrt.
Abbildung 3.47: Berechnungsgebiet mit Berechnungsnetz (FVVOF)
Das gewa¨hlte Berechnungsgebiet hat eine La¨nge von Lx = 300 m, eine Breite
von Ly = 20 m und eine Ho¨he von Lz = 40 m. An der Position [x = 200 m,
y = 10 m, z] in einer Entfernung ∆x = 200 m vom Zuflußrand und einer Ent-
fernung von jeweils ∆y = 10 m von den beiden seitlichen Ra¨ndern wurde eine
zylindrische Außenbegrenzung mit einem Durchmesser von DT = 5.0 m, wel-
che eine zylindrische Turmstruktur beschreiben soll, u¨ber die gesamte Ho¨he
des Berechnungsgebietes festgelegt. Das Berechnungsgebiet wurde an seinen
rechteckfo¨rmigen Außenseiten mit wu¨rfelfo¨rmigen Kontrollvolumen mit einer
Seitenla¨nge von Le = 1.0 m diskretisiert.
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Zu Beginn der Berechnung wurde das Berechnungsgebiet mit dem Zustand
einer Einzelwelle (vgl. [100]) bei einer Wassertiefe von d=20 m initialisiert.
Hierzu wurde zuna¨chst mittels des in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Rand-
elementeverfahrens die Einzelwelle als zweidimensionale Potentialstro¨mung
mit freier Oberfla¨che beschrieben, woraus die Ermittlung des zweidimen-
sionalen Geschwindigkeitsfeldes (horizontale Geschwindigkeitskomponente in
Ausbreitungsrichtung der Welle und vertikale Geschwindigkeitskomponente)
mo¨glich ist (vgl. [95]). Diese Feldauswertung mittels Randelementemetho-
de wurde im zweidimensionalen Gebiet x = 0 . . . 300 m, z = −20 . . . 20 m,
fu¨r ein Punkteraster mit Punktabsta¨nden ∆x = 2.50 m, ∆z = 0.40 m in
Horizontal- bzw. Vertikalrichtung durchgefu¨hrt. Abbildung 3.48 zeigt die
Gro¨ße der Fluidgeschwindigkeit (v=|(vx, vz)|: Betrag des Geschwindigkeits-
vektors) fu¨r ein grobes Netz von Feldpunkten innerhalb des Randelementege-
bietes; der grau hinterlegte Bereich bei x = 200 m symbolisiert die in diesem
Bereich befindliche gedachte Turmstruktur. Im Bereich um x = 200 m ist die
Gro¨ße der Fluidgeschwindigkeit sehr gering.










Abbildung 3.48: Geschwindigkeitsfeld (BEM-Lo¨sung) und Turmposition
(x=200 m)
Um das dreidimensionale FVVOF-Gebiet fu¨r die Simulation der Zylinder-
umstro¨mung durch eine Einzelwelle zu simulieren, wurden die Anfangswerte
der Freiheitsgrade fu¨r die Geschwindigkeitskomponenten vx und vz sowie fu¨r
die Lage der freien Oberfla¨che c1 und c2 (VOF-Werte) im FVVOF-Modell
durch Interpolation aus den Geschwindigkeitskomponenten entsprechend der
Feldauswertung mittels Randelementemethode und aus der Lage der freien
Oberfla¨che im Randelementemodell gewonnen. Die Geschwindigkeitskompo-
nente vy im FVVOF-Modell quer zur Ausbreitungsrichtung der Welle wurde
zu Beginn der Berechnung fu¨r alle Kontrollvolumen identisch zu Null ge-
setzt. Den Anfangszustand des Geschwindigkeitsfeldes fu¨r die Berechnung
im dreidimensionalen FVVOF-Gebiet zeigt Abbildung 3.49.
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Abbildung 3.49: Anfangszustand Geschwindigkeitsfeld (FVVOF)
Fu¨r die Berechnung wurde eine konstante Zeitschrittweite von ∆t = 0.0707 s
gewa¨hlt. Die Gesamtdauer der Berechnung betrug TGes = 14.14 s. Als Rand-
bedingungen wurden am oberen Gebietsrand [x, y, z = 20 m] ein konstan-
ter Druck von p = 0 und an allen anderen Gebietsra¨ndern Wandrandbe-
dingungen (Normalengeschwindigkeit Null; keine Haftreibung in Tangential-
richtung) vorgegeben. In Abbildung 3.50 ist Vertikalauslenkung η der freien
Oberfla¨che der Position [x = 200 m − DT
2
, y = 10 m, z = η(t)] auf der Zy-
linderoberfla¨che u¨ber der Zeit dargestellt. Dabei bezeichnet t = 0.0 s den
Zeitpunkt der maximalen Oberfla¨chenauslenkung η(t)max. Abbildung 3.51
zeigt die Lage der freien Oberfla¨che der Welle in der Umgebung der Zy-
linderstruktur zum Zeitpunkt t = 0.0 s. Die starke Verformung der freien
Oberfla¨che in der Na¨he der Zylinderstruktur ist deutlich erkennbar. Durch
Fla¨chenintegration u¨ber die transiente Druckverteilung auf der Zylindero-
berfla¨che lassen sich resultierende Druckkra¨fte sowie globale Schnittgro¨ßen
innerhalb der Turmstruktur ermitteln. Abbildungen 3.52 und 3.53 zeigen die
zeitlichen Verla¨ufe von Querkaft Qxx und Biegemoment Myy am Turmfuß-
punkt, wobei eine starre Einspannung der Turmstruktur am Turmfußpunkt
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Abbildung 3.50: Oberfla¨chenauslenkung einer Einzelwelle an der Position
[x = 200 m − DT
2
, y = 10 m, z = η(t)] auf der Zylinderoberfla¨che bei ei-
ner Wassertiefe von d=20 m u¨ber Zeit
Abbildung 3.51: Freie Oberfla¨che der Extremwelle in der Umgebung der Zy-
linderstruktur zum Zeitpunkt t=0.0 s
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angenommen wird. Die Maxima fu¨r Querkraft und Biegemoment treten zu
einem Zeitpunkt von t ≈ −1.0 s auf.
















Abbildung 3.52: Resultierende Querkraft am Turmfußpunkt infolge Wellen-
belastung (Einzelwelle)
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Um die Belastung auf Offshore-Windkraftanlagen infolge Wind im Zeitbe-
reich zu modellieren, ist es notwendig, aus Leistungsdichtespektren, die die
Windturbulenz beschreiben, Zeitverla¨ufe der Windgeschwindigkeit fu¨r eine
festgelegte Menge von Raumpunkten zu konstruieren, um somit die Bela-
stung auf eine betrachtete Offshore-Windkraftanlage bestimmen zu ko¨nnen.
Im folgenden werden die spektralen Leistungsdichtefunktionen beschrieben,
welche fu¨r Berechnungen in dieser Arbeit verwendet werden. Desweiteren
wird aufgefu¨hrt, wie bei Kenntnis von Leistungsdichtespektren fu¨r Windtur-
bulenz fu¨r eine gewa¨hlte Menge von Raumpunkten ein Windfeld im Zeit-
bereich konstruiert werden kann, das bei Ru¨cktransformation in den Fre-
quenzbereich die vorgegebenen Auto- und Kreuzleistungsdichtespektren fu¨r
die Menge von Raumpunkten approximiert. Nach Ermittlung eines Wind-
feldes im Zeitbereich kann die Belastung auf eine Offshore-Windkraftanlage
infolge Wind durch Verwendung von Kraftbeiwerten bestimmt werden.
4.1 Leistungsdichtespektren
Fu¨r die Beschreibung des turbulenten Windverhaltens werden von verschie-
denen Autoren funktionale Ansa¨tze zur Darstellung der Energieverteilung im
Frequenzbereich angegeben. KAIMAL et al. [53] geben folgende funktionale
Ausdru¨cke fu¨r die spektrale Energieverteilung fu¨r dreidimensionale Windtur-
bulenz an:
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wobei f = ω
2pi
die Frequenz, Sxx(f, z), Syy(f, z) und Szz(f, z) die frequenz-
und ho¨henabha¨ngige Spektraldichte der Windturbulenz in longitudinaler, la-








und K = 0.4 die Ka´rma´n-Konstante, U(zref ) die mittlere Longitudinalge-
schwindigkeit in der Ho¨he zref , um,x(z) die mittlere Longitudinalgeschwin-
digkeit in der Ho¨he z und z0 die Reibungsla¨nge ist. Fu¨r Standorte auf See
gilt z0 = 0.0002 m [105].
SPARLING und DAVENPORT [97] wenden diese Darstellung der Windtur-
bulenz fu¨r die Windsimulation bei der Belastung von abgespannten Masten
mit Ho¨hen bis zu 275 m an. DREYER [26] verwendet diese Darstellung bei
der Simulation der Windbelastung von Seilen bei Regen-Wind induzierten
Schwingungen. Offshore-Windkraftanlagen erreichen inklusive Rotorstruktur
eine Ho¨he von bis zu 150 m u¨ber Meeresspiegel. In dieser Arbeit wird zur
Generierung von Windfeldern der Ansatz fu¨r Windturbulenz entsprechend
den Gleichungen 4.1 bis 4.3 verwendet. Fu¨r das Ho¨henprofil der mittleren
Windgeschwindigkeit wird ein exponentieller Verlauf angenommen, der den
in Abbildung 2.2 dargestellten Verla¨ufen entspricht, wobei ein Exponenti-
alkoeffizient von α = 0.14 und in einer Referenzho¨he zref = 19.5 m eine
mittlere Windgeschwindigkeit von um(zref = 19.5 m) = 10.0 m angenommen
wird.
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4.2 Generierung Windzeitverla¨ufe
Bei der Bemessung von hohen, schlanken durch Wind belasteten Strukturen
im Zeitbereich mu¨ssen fu¨r die Simulation der Windbelastung aus gegebe-
nen Turbulenzspektren transiente Windfelder durch Transformation in den
Zeitbereich erzeugt werden. Das bedeutet, daß aus den Auto- und Kreuzlei-
stungsdichtespektren diskrete Amplituden fu¨r die turbulenten Geschwindig-
keitsschwankungen einzelner diskreter Frequenzen gewonnen werden mu¨ssen,
welche anschließend unter Beru¨cksichtigung einer ho¨henabha¨ngigen mittleren
Windgeschwindigkeit durch Superposition zu einer resultierenden (zeitabha¨n-
gigen) Gesamtgeschwindigkeit u¨berlagert werden ko¨nnen.
Fu¨r einen einzelnen Raumpunkt mit gegebenem Autoleistungsdichtespek-
trum gilt bei der Diskretisierung der turbulenten Windgeschwindigkeit fol-






Bei der Generierung eines turbulentenWindfeldes an unterschiedlichen Raum-
punkten mu¨ssen zusa¨tzlich zu den Autoleistungsdichtespektren der einzelnen
Raumpunkte auch die zugeho¨rigen Kreuzleistungsdichtespektren mitberu¨ck-




Sx1,x1(f) Sx1,x2(f) . . . Sx1,xN (f)




SxN ,x1(f) SxN ,x2(f) . . . SxN ,xN (f)
 (4.6)
Es ist hierbei anzumerken, daß die Kreuzleistungsdichtespektren im allgemei-
nen komplex sind. Dies la¨ßt sich aus Gleichung 2.15 erkennen. Das Kreuz-
leistungsdichtespektrum setzt sich aus dem Realanteil und dem Imaginarteil
zusammen:
Sx1,x2(f) = Cox1,x2(f) + iQux1,x2(f) (4.7)
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wobei Cox1,x2(f) als Kospektrum und Qux1,x2(f) als Quadratspektrum be-






Diese Phasenverschiebung gibt die zeitliche Verschiebung des turbulenten
Windverhaltens an den beiden Raumpunkten x1 und x2 an. Aus Naturmes-
sungen lassen sich empirische Phasenbeziehungen ableiten. Z. B. gibt NO¨LLE












< 0.3. Es ist also festzuhalten, daß die Spektraldichtematrix
komplexe Koeffizienten besitzt. Es wird weiterhin darauf hingewiesen, daß in
Gleichung 4.6 der Zusammenhang Sxi,xj(f) = Sxj ,xi(f)
∗ gilt. ∗ bezeichnet
hierbei die konjugiert komplexe Gro¨ße.













LxN ,x1(f) LxN ,x2(f) . . . LxN ,xN (f)
 (4.11)
mit Lxi,xj(f) = Re[Lxi,xj(f)] + iIm[Lxi,xj(f)].
Die einzelnen Koeffizienten lassen sich wie folgt bestimmen:
























wobei i = 1 . . . NK , j = 1 . . . i − 1 und NK die Anzahl der betrachteten
Raumpunkte ist. Demnach sind alle Koeffizienten von Lxx(f) bekannt, und
es kann fu¨r einen Raumpunkt xi der transiente turbulente Geschwindigkeits-















als Phasenwinkel, Φxi,xj(fn) ∈ [0 . . . 2pi] als einem statistisch gleichverteilten
Phasenwinkel und Nfreq als Anzahl der betrachteten Frequenzen.
Im folgenden wird beispielhaft die Ermittlung des turbulenten Anteils eines
Windfeldes fu¨r einen gewa¨hlten Zeitraum von TGes = 500 s erla¨utert. Dabei
wird davon ausgegangen, daß die Windturbulenz entsprechend den Gleichun-
gen 4.1, 4.2 und 4.3 beschrieben wird. Die zugeho¨rigen gegebenen Gro¨ßen sind
K = 0.4, U(zref ) = 10.0 m/s, zref = 19.5 m und z0 = 0.0002 m. Als Zeit-
differenz zwischen zwei betrachteten Zeitpunkten wird ∆t = 0.05 s gewa¨hlt,
woraus sich Ntime = 10000 Zeitpunkte fu¨r TGes = 500 s ergeben. Als Menge
der Punkte, an denen das turbulente Geschwindigkeitfeld bestimmt werden
soll, wird ein Punkteraster von 21 × 21 = 441 Punkten mit Lateral- und
Vertikalkoordinaten [y = −50,−45, . . . , 50 m; z = 50, 55, . . . , 150 m] gewa¨hlt.
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Die Zeitverla¨ufe der turbulenten Geschwindigkeitskomponenten werden mit-
tels Gleichung 4.13 unter Anwendung von Gleichungen 4.6, 4.10, 4.11 und
4.12 bestimmt.
Hierauf werden fu¨r ausgewa¨hlte Raumpunkte in einer Ho¨he von z = 60 m,
z = 100 m bzw. z = 140 m die erhaltenen Geschwindigkeitszeitverla¨ufe in den
Frequenzbereich ru¨cktransformiert. Die Ru¨cktransformation durch diskrete
Fouriertransformation mit einer Zeitschrittweite von ∆t = 0.05 s und fu¨r dis-
krete Frequenzen von f = 0.002, 0.004, . . . , 0.200 Hz liefert die zugeho¨rigen
diskreten Amplituden der turbulenten Windgeschwindigkeitsschwankungen.
Die daraus resultierenden frequenzbezogenen Werte fu¨r die spektrale Dich-
teverteilung der Turbulenzanteile der einzelnen diskreten Frequenzen sind
fu¨r die longitudinale, transversale und vertikale Windturbulenz in den Ab-
bildungen 4.1, 4.2 und 4.3 mit den analytischen Verla¨ufen der Spektraldich-
tefunktionen entsprechend Gleichungen 4.1, 4.2 und 4.3 dargestellt. Es zeigt
sich eine genaue U¨bereinstimmung der diskreten Spektraldichtewerte mit den
analytischen Verla¨ufen.

































xx, Kaimal(f)/σxx , z=60m
S
xx, Kaimal(f)/σxx , z=100m
S
xx, Kaimal(f)/σxx , z=140m
Abbildung 4.1: Autoleistungsdichtespektren der longitudinalen Windturbu-
lenz in unterschiedlichen Ho¨hen
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Syy, Kaimal(f)/σyy , z=60m
Syy, Kaimal(f)/σyy , z=100m
Syy, Kaimal(f)/σyy , z=140m
Abbildung 4.2: Autoleistungsdichtespektren der transversalen Windturbu-
lenz in unterschiedlichen Ho¨hen































zz, Kaimal(f)/σzz , z=60m
S
zz, Kaimal(f)/σzz , z=100m
S
zz, Kaimal(f)/σzz , z=140m
Abbildung 4.3: Autoleistungsdichtespektren der vertikalen Windturbulenz in
unterschiedlichen Ho¨hen
86 KAPITEL 4. WINDMODELLIERUNG
4.3 Rotorblattanstro¨mung
Die auf den Rotor wirkenden aerodynamischen Kra¨fte und die Ermittlung
der entsprechenden Kraftbeiwerte werden von MEYER [69] ausfu¨hrlich dar-
gestellt. Dabei wird zwischen stationa¨ren und instationa¨ren Anteilen der
Kraftbeiwerte unterschieden.
Der stationa¨re Anteil der Stro¨mung wird hierbei aus folgenden Beitra¨gen
(Abbildung 4.4) zusammengesetzt (VAN DER WALL [106], MEYER [69]):
• der Newtonschen Verdra¨ngungsstro¨mung
• dem Anteil aus Kirchhoffscher Potentialstro¨mung bei hohen Anstell-
winkeln
• einer zusa¨tzlichen Zirkulation bei niedrigen Anstellwinkeln

















Abbildung 4.4: Anteile des stationa¨ren Normalkraftbeiwertes u¨ber Anstell-
winkel (vgl. [69])
Der instationa¨re Anteil der Stro¨mung gliedert sich in zwei Bereiche: Einen
linearen Bereich fu¨r instationa¨re Anstro¨mung bei geringen Anstellwinkeln
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und einen Bereich des Stro¨mungsabrisses bei ho¨heren Anstellwinkeln. Fu¨r
die instationa¨re Profilumstro¨mung bei geringen Anstellwinkeln liegen analy-
tische Beschreibungen des Stro¨mungsverhaltens vor ([110], [56]). Im Bereich
des Stro¨mungsabrisses (Stall) kommt es wa¨hrend einer Hysterese zu einem
kurzzeitigen Anstieg des Auftriebsbeiwertes. Dies wird durch das Ablo¨sen
und Entlangwandern eines Wirbels auf der (aerodynamischen) Oberseite des
Profils bewirkt [83].
In dieser Arbeit wird fu¨r die Ermittlung der aerodynamischen Lasten auf die
Rotorstruktur das von MEYER [69] entwickelte Modell verwendet. Das Mo-
dell wird hier kurz dargestellt und ist in MEYER [69] detailliert geschildert.













Dabei sind die Ausdru¨cke cni , cti und cmi Funktionsausdru¨cke der bekann-
ten Geschwindigkeitsgro¨ßen vx und vz sowie des Parametervektors p. Der
Parametervektor p dient dazu, fu¨r eine betrachtete Profilform die Verla¨ufe
der analytischen Ausdru¨cke fu¨r cni , cti und cmi an die fu¨r den gesamten
Anstellwinkelbereich bis zur vollsta¨ndig abgelo¨sten Stro¨mung experimentell
ermittelten stationa¨ren Verla¨ufe anzupassen. Die einzelnen Summanden in
den Gleichungen 4.15 bis 4.17 stellen fu¨r i = 1 . . . 3 die Anteile aus New-
tonscher Verdra¨ngungsstro¨mung, Kirchhoffscher Potentialtheorie bei hohen
Anstellwinkeln und den Anteil aus zusa¨tzlicher Zirkulation bei niedrigen An-
stellwinkeln dar.
Die instationa¨ren Anteile der Kraftbeiwerte werden wie folgt ermittelt: Die
momentane Anstro¨mgeschwindigkeit (vx,vz) und der fu¨r stationa¨re Anstro¨m-
verha¨ltnisse ermittelte Parametervektor p werden zu den effektiven Gro¨ßen
vxeff , vzeff und peff abgewandelt, mit welchen dann nach Gleichungen 4.15
bis 4.17 die Kraftbeiwerte bestimmt werden. Hierzu dient folgendes System
von Differentialgleichungen [69]:
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Die aus der Anwendung der Wagner-Funktion resultierende Gleichung 4.18
stellt den Einfluß einer A¨nderung des Anstellwinkels infolge Vertikalbewe-
gung dar (A¨nderung von vz). Gleichung 4.19 resultiert aus der Anwendung
der Ku¨ssner-Funktion und stellt den Einfluß einer Bo¨e dar (A¨nderung von
vx). Gleichung 4.20 stellt die A¨nderung des aerodynamischen Verhaltens im
Bereich des Stro¨mungsabrisses dar und wird als Dynamic-Stall-Funktion be-
zeichnet. Hierdurch werden die empirisch ermittelten Hystereseverla¨ufe der
Kraftbeiwerte im Stallbereich abgebildet. Die Koeffizienten Ai, bi sind dabei
bekannt [69]. c bezeichnet hier die La¨nge der Profilsehne. Die Gro¨ßen ΦW ,
ΦK und ΦS sind Hilfsgro¨ßen. ˙ und
• bezeichnen die partielle Ableitung in
Zeitrichtung. Gleichungen 4.18 bis 4.20 ko¨nnen in Zeitrichtung z. B. mit dem
expliziten Eulerverfahren diskretisiert werden.
In Abbildung 4.5 ist ein Verlauf des Normalkraftbeiwertes bei unterschied-
lichen mittleren Anstellwinkeln fu¨r eine harmonische Profilbewegung mit ei-
ner reduzierten Frequenz von k = 2pi lfp
V∞ = 0.05 dargestellt (l: La¨nge der
Profilsehne; fp: Schwingfrequenz der Profilbewegung (Drehung); V∞: mitt-
lere Stro¨mungsgeschwindigkeit im Unendlichen). Die linke Hysterese zeigt
den Verlauf des Normalkraftbeiwertes fu¨r einen mittleren Anstellwinkel von
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αm = 5
◦ bei einer Winkelamplitude von ∆α = ±4◦. Fu¨r diesen Bereich klei-
ner Anstellwinkel erfa¨hrt die Zunahme des Normalkraftbeiwertes eine zeitli-
che Verzo¨gerung gegenu¨ber der zeitlichen A¨nderung des Anstellwinkels. Dem-
zufolge wird die Hysterese im linearen Bereich im Gegenuhrzeigersinn durch-
laufen. Die mittlere Hysterese zeigt den Verlauf des Normalkraftbeiwertes
fu¨r einen mittleren Anstellwinkel von αm = 15
◦ im Bereich des dynamischen
Stalls. Bei Zunahme des Anstellwinkels lo¨st sich an der Vorderkante des Pro-
fils ein Wirbel und wandert entlang der Oberseite des Profils, was zu einer Zu-
nahme des Normalkraftbeiwertes fu¨hrt. Wenn der Wirbel die Hinterkante des
Profils passiert hat, nimmt der Normalkraftbeiwert ab, wobei der Anstellwin-
kel geringer wird, bis es zu einem Wiederanlegen der Stro¨mung kommt. Die
Hysterese im Stallbereich des Profils wird im Uhrzeigersinn durchlaufen. Die
rechte Hysterese zeigt den Verlauf des Normalkraftbeiwertes fu¨r einen mitt-
leren Anstellwinkel von αm = 20
◦ im Post-Stallbereich. Im Post-Stallbereich
dominieren starke Wirbelablo¨sungen das Verhalten des Normalkraftbeiwer-
tes. Das instationa¨re Verhalten des Normalkrafbeiwertes zeigt sich in einer
Hysterese, die im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
Abbildung 4.6 zeigt den Verlauf des Normalkraftbeiwertes an einer aus-
gewa¨hlten Position eines Rotorblattes in turbulentem Wind. Aus dem Hyste-
reseverlauf la¨ßt sich ablesen, daß das Rotorblatt an der betrachteten Position
mit einem mittleren Anstellwinkel von etwa 17◦ angestro¨mt wird. Die Abwei-
chungen vom mittleren Anstellwinkel liegen in einem Bereich von etwa −4◦
bis etwa +4◦. Es la¨ßt sich eine gute U¨bereinstimmung mit der rechten Hy-
sterese in Abbildung 4.5 feststellen. Dementsprechend wird das Anstro¨mver-
halten des Rotorblattes an der betrachteten Position dem Post-Stallbereich
zugeordnet.
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n, eff(α(t))   [αm =   5deg, ∆α = ±4deg]
c
n, eff(α(t))   [αm = 15deg, ∆α = ±4deg]
c
n, eff(α(t))   [αm = 20deg, ∆α = ±4deg]
c
n, stationärer Beiwert(α(t))
Abbildung 4.5: Normalkraftbeiwert fu¨r linearen, Stall- und Post-Stallbereich
u¨ber Anstellwinkel α (k=0.05)

















Fu¨r die Abscha¨tzung des Tragverhaltens von Offshore-Windkraftanlagen ist
die Modellierung des Gesamttragwerks im Zeitbereich notwendig, um die
nichtlinearen U¨bertragungsmechanismen von Wellen- und Windeinwirkung
auf das Tragwerk zu erfassen.
Die 3D-Balkenmodellierung ist hierbei eine realistische Abbildung des Ge-
samttragwerks. Da die Rotation des Rotorsystems um die eigene Drehach-
se durch Coriolis-Kra¨fte eine gyroskopische Da¨mpfung der Rotorstruktur
hervorruft, wird dieser Einfluß auf das strukturdynamische Verhalten eines
Rotorblattes in Abschnitt 5.1 am Teilmodell eines einzelnen Rotorblattes
analysiert. Einer quantitativen Analyse der durch gyroskopische Da¨mpfung
bedingten zusa¨tzlichen Verformungen folgt die Bewertung hinsichtlich der
Notwendigkeit einer Beru¨cksichtigung des gyroskopischen Da¨mpfungsanteils
bei der Modellierung des Gesamttragwerks. Entsprechend den Ergebnissen
aus Abschnitt 5.1 wird in Abschnitt 5.2 die verwendete Modellierung des
3D-Gesamttragwerks einer Offshore-Windkraftanlage vorgestellt und dessen
strukturdynamisches Tragverhalten anhand einer Beispielberechung exem-
plarisch ausgewertet.
5.1 Rotordynamik
Das Rotorsystem einer Windkraftanlage stellt eine sich drehende Teilstruk-
tur dar, deren dynamische Eigenschaften von der Drehgeschwindigkeit um
die Rotorachse beeinflußt werden. Aufgrund der nicht nur linienfo¨rmigen,
sondern fla¨chenhaften Auspra¨gung der Querschnitte im Rotorblatt kommt
es weiterhin zu einer Kopplung der unterschiedlichen Verformungsfreiheits-
grade an der Balkenstruktur ([31], [32]).
Die Massenverteilung entlang der Rotorblattachse besitzt an der Blattwur-
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zel ein Maximum. Wegen der konstruktiven Durchbildung der Anschluß-
ausfu¨hrung liegt im Bereich der Blattwurzel eine Massenkonzentration von
bis zu einem Drittel der Gesamtmasse eines Rotorblattes vor. Um die relati-
ve Anstro¨mrichtung bezu¨glich des Windes auf ein Rotorblatt aerodynamisch
mo¨glichst gu¨nstig zu gestalten, besitzen typische Rotorblattgeometrien zu-
dem eine vera¨nderliche Verwindung entlang der Rotorachse. Gewo¨hnlicher-
weise folgt die radiale Verteilung des Verwindungswinkels einem linearen oder
exponentiellen Verlauf.
Die durch Drehung des Rotorsystems bedingten Tra¨gheitseffekte und damit
in Zusammenhang stehenden Zentrifugalkra¨fte bewirken in den einzelnen Ro-
torbla¨ttern eine Vorspannung, welche durch die variable Drehgeschwindigkeit
des Systems u¨ber die Zeit vera¨nderlich ist. Die sich einstellenden Zentrifugal-
kra¨fte finden in einem zusa¨tzlichen Term in der Strukturgleichung Beru¨ck-
sichtigung.
Der Einfluß der Kopplung unterschiedlicher Freiheitsgrade infolge gyroskopi-
scher Da¨mpfung auf das strukturdynamische Gesamtverhalten eines Rotor-
blattes wird in diesem Abschnitt analysiert.
5.1.1 Beschreibende Gleichungen
Betrachtet man das Kra¨ftegleichgewicht im rotierenden Koordinatensystem,
so la¨ßt sich dieses durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeiten
ausdru¨cken. Hierzu wird der Zusammenhang zwischen der Darstellung im
rotierenden (Index (1)) und der Darstellung im Inertialsystem (Index (0))
aufgefu¨hrt (Abbildung 5.1).
Abbildung 5.1: Inertial- und rotierendes Koordinatensystem
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(t(1): Radialvektor in einem betrachteten Querschnitt von der La¨ngsachse im
rotierenden Koordinatensystem zur betrachteten Position im Querschnitt).
Die Transformation der Koordinaten vom rotierenden ins Inertialkoordina-
tensystem erfolgt dabei mit folgender Transformationsmatrix:
T =
 cos(Ωt) −sin(Ωt) 0sin(Ωt) cos(Ωt) 0
0 0 1
 (5.1)
wobei r(0) = Tr(1) gilt und Ω die mittlere Drehfrequenz des Rotorblattes be-
zeichnet (r(0): Ortsvektor eines Punktes im Inertialsystem; r(1): Ortsvektor
des Punktes im rotierenden Koordinatensystem). Bei der gewa¨hlten Formu-
lierung wird die Gu¨ltigkeit der Bernoulli-Hypothese (Ebenbleiben der Quer-
schnitte) angenommen. Das Kra¨ftegleichgewicht wird mittels des Prinzips
der virtuellen Arbeiten dargestellt:
∂Wm + ∂Ve = 0 (5.2)
Dabei stellt ∂Wm die virtuelle Arbeit der Massenkra¨fte und ∂Ve die virtuelle
Arbeit der Steifigkeitskra¨fte dar. Fu¨r dreidimensionale Balkenstrukturen mit
den Freiheitsgraden U = [u; β] = [ux, uy, uz; βx, βy, βz] ergibt sich die virtuel-
le Arbeit der Massenkra¨fte durch Ausrechnen zu (s(1): Ortsvektor des jeweils
betrachteten Punktes im rotierenden Koordinatensystem) [31], [32]:
























T¨[s(1) + u(1) + t(1) + β(1) × t(1)]
+ 2T˙[s˙(1) + u˙(1) + t˙(1) + (β(1) × t(1))•]
+T[s¨(1) + u¨(1) + t¨(1) + (β(1) × t(1))••]
}
dx(1)dy(1)dz(1)








 µ 0 00 µ 0
0 0 µ
 u¨(1) + δβ(1)T







 0 −µ 0µ 0 0
0 0 0
 u˙(1) + δβ(1)T







 µ 0 00 µ 0
0 0 0
u(1) + δβ(1)T











In Gleichung 5.3 bezeichnet • im Sinne einer Vektorverknu¨pfung das Skalar-
produkt, ˙ und • bzw. ¨ und •• u¨ber Vektoren deren erste bzw. zweite partielle
Ableitung in Zeitrichtung und × das Vektorprodukt. ρ bezeichnet die Ma-
terialdichte, µ die la¨ngenbezogene Massenbelegung des Balkens, µyy und µzz
die Massentra¨gheitsmomente um die y- bzw. z-Achse und µxx = µyy+µzz das
polare Massentra¨gheitsmoment um die x-Achse (alle Gro¨ßen im rotierenden
Koordinatensystem).
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 0 0 00 EIyy 0
0 0 EIzz
u′′(1) + δu′(1)T





 GIxx 0 00 0 0
0 0 0
 β′(1) + δu′(1)TS




(′ und ′′: partielle Ableitungen in La¨ngsrichtung; EIyy, EIzz: Biegesteifigkei-
ten um y- bzw. z-Achse; EA: Dehnsteifigkeit; GIxx: Torsionssteifigkeit; S:
Stabla¨ngskraft).
In Gleichung 5.3 treten Matrizen mit Koeffizienten ungleich Null auch au-
ßerhalb der Haupdiagonalen auf. Die daraus resultierenden Terme beinhalten
die Corioliskraft, die infolge der Rotation auf die Struktur wirkt. Bei einer
Eigenwertbestimmung wird deutlich, daß diese antimetrischen Matrizen zu
einer Kopplung von Freiheitsgraden und damit zu gekoppelten Eigenformen
der ensprechenden Freiheitsgrade fu¨hren.
Fu¨r die konkrete Berechnung von Eigenwerten und Eigenformen eines mit
mittlerer Winkelgeschwindigkeit Ω rotierenden Rotorblattes wurde in die-
ser Arbeit die 3D-Balkenstruktur durch einen Finite-Elemente-Ansatz unter
Anwendung von Hermiteschen Ansatzfunktionen fu¨r die Querverformungen
uy, βz, uz, βy und linearen Ansatzfunktionen fu¨r die La¨ngsverformung ux und
die Torsionverdrehung βx diskretisiert. Nach Einfu¨hrung des Elementverfor-
mungsvektors
Ue = [βx;ux;uy;uz]
T = [βx1 , βx2 ;ux1 , ux2 ;uy1 , βz1 , uy2 , βz2 ; uz1 , βy1 , uz2 , βy2 ]
T
und Auswertung der Terme in Gleichung 5.2 mit Gleichungen 5.3 und 5.4
erha¨lt man die diskrete Form (hier fu¨r ein Element):
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T 0 0 0
0 µhhT 0 0
0 0 µffT + µzzf
′f ′T 0







0 0 0 µyyf
′hT
0 0 µfhT 0
0 −µhfT 0 0







T 0 0 0
0 µhhT 0 0
0 0 µffT + µzzf
′f ′T 0







T 0 0 0
0 EAhhT 0 0
0 0 EIyyf
′′f ′′T 0







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 Sf ′f ′T 0











(h = [h1, h2]
T : Vektor der linearen Ansatzfunktionen; f = [f1, f2, f3, f4]
T :
Vektor der Hermiteschen Ansatzfunktionen).
Zusammenfassend fu¨r das Gesamtsystem Rotorblatt erha¨lt man aus obiger
Gleichung in Kurzform (U: globaler Vektor aller diskreten Freiheitsgrade):
MSU¨+G(Ω)U˙+
[
MΩ(Ω) + SS + Sg(Ω)
]
U = pΩ(Ω) (5.6)
Wegen der wirkenden Fliehkra¨fte erfa¨hrt das System Rotorblatt eine Vor-
verformung, welche sich fu¨r U¨ = 0, U˙ = 0 als statische Vorverformung aus
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Gleichung 5.6 direkt ermitteln la¨ßt. Um diese statische Vorverformung kann
das System Schwingungen ∆U ausfu¨hren, welche der obigen Gleichung 5.6
genu¨gen. Die Eigenwertermittlung muß hierbei fu¨r ein Gleichungssystem mit
nichtsymmetrischen Matrizen durchgefu¨hrt werden:
MS∆U¨+G(Ω)∆U˙+
[
MΩ(Ω) + SS + Sg(Ω)
]
∆U = 0 (5.7)
Nach Umformulierung von Gleichung 5.7 erha¨lt man:
[
G(Ω) MΩ(Ω) + SS + Sg(Ω)
























Damit ist das Gleichungssystem auf die Form
A(Ω)r−B(Ω)r˙ = 0 (5.9)
gebracht (r = [∆U˙; ∆U]T ). Durch den Ansatz r = r(t) = r0e
λt erha¨lt man
die Gleichung zur Eigenwertbestimmung:
[A(Ω)− λB(Ω)]r0eλt = 0 (5.10)
Da B(Ω) reell, symmetrisch und nicht singula¨r ist, kann Gleichung 5.10 von
links mit [B(Ω)]−1 multipliziert werden, und man erha¨lt:
[A˜(Ω)− λI]r0eλt = 0 (5.11)
wobei A(Ω) und A˜(Ω) dieselben Eigenwerte haben. A˜(Ω) la¨ßt sich nun
durch mehrere Householder-Transformationen, welche A¨hnlichkeitstransfor-
mationen darstellen und die Eigenwerte der transformierten Matrix nicht
98 KAPITEL 5. STRUKTURMODELLIERUNG
vera¨ndern, auf die Hesseberg-Form transformieren [119], [120]. Nach N − 2
Householder-Transformationen erha¨lt man:
PA˜(Ω)PT = H(Ω) (5.12)
wobei H(Ω) die Hesseberg-Form
H(Ω) =

x x . . . x
x x . . . x
0 x x . . . x
0 0 x . . . x
0 . . . x x
 (5.13)
hat undH(Ω) und A˜(Ω) dieselben Eigenwerte haben.H(Ω) bleibt dabei reell.
H(Ω) kann nun durch Schur-Transformationen auf die Schur-Form T(Ω) mit
H(Ω) = ST(Ω)ST (5.14)
gebracht werden (S: Matrix der Schur-Vektoren vonH(Ω)). Die Matrix T(Ω)
ist eine obere Dreiecksmatrix und hat dieselben Eigenwerte wie H(Ω) bzw.
A˜(Ω). Damit stellen die Hauptdiagonalenwerte von T(Ω) die Eigenwerte von
A˜(Ω) bzw. A(Ω) dar. Die Eigenwerte treten paarweise konjugiert komplex
auf (und sind entweder rein reell oder rein imagina¨r). Durch Einsetzen der
Eigenwerte in Gleichung 5.10 oder Gleichung 5.11 lassen sich anschließend
die zugeho¨rigen Eigenformen bestimmen.
5.1.2 Berechnungsbeispiel und Auswertung
Fu¨r die Analyse des Einflusses der Kopplung der unterschiedlichen Freiheits-
grade auf das strukturdynamische Gesamtverhalten eines Rotorblattes wird
ein Rotorblatt mit einem Radius von R = 40 m betrachtet. Die Finite-
Elemente-Diskretisierung besteht aus 41 Knoten und 40 3D-Balkenelementen
entsprechend Abschnitt 5.1.1 mit einer konstanten Elementla¨nge von je Le =
1.0 m. Die Materialdaten fu¨r ein Rotorblatt aus glasfaserversta¨rktem Kunst-
stoff (GFK, Glasfaser/Epoxy) werden mit einer Dichte von ρ = 2000 kg/m3,
einem Elastizita¨tsmodul von E = 15.0 · 109 N/m2 und einem Schubmodul
von G = 5.0 · 109 N/m2 gewa¨hlt.
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Der gewa¨hlte Rotorblattquerschnitt entspricht der NACA 63-215 Profilform.
Die Profilho¨he H(r) entlang der Radialkoordinate r = 0 . . . R betra¨gt an
der Blattwurzel H(r = 0) = 0.60 m und an der Blattspitze H(r = R =
40 m) = 0.12 m. Dazwischen liegende Profilho¨hen ergeben sich durch linea-
re Interpolation. Die Wanddicke des Profils betra¨gt t = 0.04 m = 4 cm.
Die Verwindung β0(r) des Profilquerschnitts um die La¨ngsachse entlang der
Radialkoordinate betra¨gt an der Blattwurzel β0(r = 0) = 7
◦ und an der
Blattspitze β0(r = R = 40 m) = 0
◦ in bezug auf die Lage in x-y-Ebene (vgl.
Abbildung 5.1). Dazwischen liegende Verwindungen ergeben sich ebenfalls
durch lineare Interpolation.
Aus diesen Material- und Geometriedaten ergeben sich fu¨r das betrachtete
Rotorblatt in Radialrichtung entprechende Massen- und Steifigkeitsverteilun-
gen, die elementweise konstant und in den Abbildungen 5.2 und 5.3 grafisch
dargestellt sind (elem = 1: an der Blattwurzel liegendes Element, elem = 40:
an der Blattspitze liegendes Element).



























ng µ[elem] in kg/m
µ
xx
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Abbildung 5.2: elementweise Massen- und Massentra¨gheitsverteilung
Im folgenden sind die ersten drei Paare konjugiert komplexer Eigenwerte und
zugeho¨rige Eigenformen fu¨r die betrachtete Rotorblattstruktur aufgefu¨hrt
(Tabellen 5.1 und 5.2, Abbildungen 5.4 bis 5.27).
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Abbildung 5.3: elementweise Steifigkeitsverteilung
Bei der Analyse der Eigenwerte zeigt sich, daß fu¨r die Schwenkform (Frei-
heitsgrade ux, uy; Schwingung in der Rotorebene) eine geringe Abha¨ngigkeit
der Eigenfrequenzen von der mittleren Drehgeschwindigkeit Ω bei ga¨ngigen
Rotationsgeschwindigkeiten (Ω = 0 . . . 2pi rad/s) besteht (vgl. Tabelle 5.1,
Abbildung 5.28). Es ergeben sich nahezu konstante Eigenfrequenzen fXYj (Ω).
Bei der Betrachtung der relativen maximalen Longitudinalverformung
max[|ujx(Ω)|]/max[|ujy(Ω)|] der j-ten XY-Eigenform wird eine anna¨hernd li-
neare Abha¨ngigkeit von der Drehgeschwindigkeit Ω festgestellt (Abbildung
5.29). Diese geringe Abha¨ngigkeit der Eigenfrequenzen und Eigenformen der
Schwenkform (ux, uy) ist auf die relativ hohe Steifigkeit des Systems in
Schwenkrichtung zuru¨ckzufu¨hren. In Schlagrichtung (Freiheitsgrade βx, uz;
Schwingung aus der Rotorebene heraus) zeigt sich eine sta¨rkere Abha¨ngig-
keit der Eigenfrequenzen fXZj (Ω) von der mittleren Drehzahl Ω (Tabelle 5.2,
Abbildung 5.30). In Schlagrichtung besitzen die Rotorbla¨tter wegen der Ver-
windung der Rotorblattprofile zur Optimierung der Anstro¨mverha¨ltnisse ei-
ne geringere Steifigkeit. In Abbildung 5.30 erkennt man eine u¨ber-lineare
Abha¨ngigkeit der Eigenfrequenzen von Ω. Betrachtet man die relative maxi-
male Torsionsverformungmax[|βjx(Ω)|]/max[|ujz(Ω)|] der j-ten XZ-Eigenform,
so zeigt ebenfalls eine u¨ber-lineare Abha¨ngigkeit von Ω (Abbildung 5.31).
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Abbildung 5.4: erste XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.5: erste XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.6: zweite XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.7: zweite XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.8: dritte XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.9: dritte XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
6
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.10: erste XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.11: erste XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.12: zweite XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.13: zweite XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.14: dritte XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.15: dritte XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
3
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Insgesamt stellt sich heraus, daß die gekoppelten Freiheitsgrade (ux bei Ro-
torblattschwingungen in y-Richtung in der Rotorebene; βx bei Rotorblatt-
schwingungen in z-Richtung aus der Rotorebene heraus) bei typischen Ro-
tationsgeschwindigkeiten (Ω = 0 . . . 2pi rad/s) nur geringe Werte annehmen.
Mit einem Maximalwert der gekoppelten La¨ngsverformung von |ux|max, 1 =
0.0036 m bei einer angenommenen maximalen Querauslenkung von |uy|max, 1
= 1.0 m in Rotorebene in der ersten XY-Eigenform und einer fu¨r Offshore-
Windkraftanlagen großen mittleren Rotationsgeschwindigkeit von Ω = 2pi
rad/s (vgl. Abbildung 5.29) bzw. einem Maximalwert der gekoppelten Tor-
sionsverformung von |βx|max, 1 = 0.0001 rad ∼ 0.006 ◦ bei einer angenomme-
nen maximalen Querauslenkung von |uz|max, 1 = 1.0 m aus der Rotorebene
heraus in der ersten XZ-Eigenform (vgl. Abbildung 5.31) sind die infolge gy-
rokopischer Da¨mpfung auftretenden La¨ngsverformungen ux, 1(r/R) bzw. Tor-
sionsverformungen βx, 1(r/R) in der jeweils ersten Eigenform vernachla¨ssig-
bar klein. Fu¨r die zweiten und dritten XY- und XZ-Eigenformen liegen die
relativen maximalen Verformungen in der gleichen Gro¨ßenordung wie bei
der ersten XY- bzw. XZ-Eigenform (vgl. Abbildung 5.29 bzw. Abbildung
5.31). Da die Verformungen |uy|max, 2, |uy|max, 3, etc. bzw. die Verformungen
|uz|max, 2, |uz|max, 3, etc. in den ho¨heren Eigenformen die Gro¨ßenordnung von
∼ 1.0 m nicht u¨berschreiten werden, sind auch die zugeho¨rigen La¨ngsverfor-
mungen ux, 2(r/R), ux, 3(r/R), etc. bzw. Torsionsverformungen βx, 2(r/R),
βx, 3(r/R), etc. vernachla¨ssigbar klein.
Dementsprechend kann bei der Modellierung der Strukturdynamik des Ge-
samtsystems (siehe Abschnitt 5.2) der Anteil der gyroskopischen Da¨mpfung
unberu¨cksichtigt bleiben. Dies fu¨hrt zu einer deutlichen Vereinfachung bei
der Lo¨sung der Strukturgleichung zur Beschreibung der Gesamtstruktur ei-
ner Offshore-Windkraftanlage im Zeitbereich.
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Abbildung 5.16: erste XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.17: erste XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.18: zweite XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.19: zweite XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.20: dritte XY-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.21: dritte XZ-Eigenform fu¨r Ω = 1
2
2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.22: erste XY-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.23: erste XZ-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.24: zweite XY-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.25: zweite XZ-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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Abbildung 5.26: dritte XY-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(ux), Im(ux) in
m/m, Re(uy), Im(uy) in m/m, u¨ber Radius in r/R




























Abbildung 5.27: dritte XZ-Eigenform fu¨r Ω = 2pi rad/s, Re(βx), Im(βx) in
rad/m, Re(uz), Im(uz) in m/m, u¨ber Radius in r/R
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1,2 ±8.73i ±8.75i ±8.82i ±8.93i ±9.08i ±9.26i ±9.46i
3,4 ±31.5i ±31.6i ±31.8i ±32.2i ±32.7i ±33.3i ±34.0i
5,6 ±73.1i ±73.2i ±73.4i ±73.8i ±74.4i ±75.1i ±75.9i
Tabelle 5.1: XY-Eigenwerte λXYj in 1/s in Abha¨ngigkeit von der mittleren
Drehgeschwindigkeit Ω
























1,2 ±1.74i ±2.15i ±3.00i ±3.99i ±5.01i ±6.05i ±7.09i
3,4 ±6.08i ±6.55i ±7.78i ±9.47i ±11.4i ±13.4i ±15.6i
5,6 ±14.0i ±14.5i ±15.8i ±17.8i ±20.3i ±23.0i ±25.9i
Tabelle 5.2: XZ-Eigenwerte λXZj in 1/s in Abha¨ngigkeit von der mittleren
Drehgeschwindigkeit Ω
5.1. ROTORDYNAMIK 115

















Abbildung 5.28: Eigenfrequenzen der XY-Schwingformen 1 bis 3 u¨ber Ω
























Abbildung 5.29: relative maximale Verformung max[|ujx(Ω)|]/max[|ujy(Ω)|]
u¨ber Ω (XY-Schwingformen j=1 bis 3; ux: Longitudinalverformung)
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Abbildung 5.30: Eigenfrequenzen der XZ-Schwingformen 1 bis 3 u¨ber Ω





















Abbildung 5.31: relative maximale Verformung max[|βjx(Ω)|]/max[|ujz(Ω)|]
u¨ber Ω (XZ-Schwingformen j=1 bis 3; βx: Torsionsverformung)
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5.2 Strukturdynamik Gesamttragwerk
Fu¨r die Darstellung der Gesamtstruktur einer (Offshore-)Windkraftanlage
zur Erfassung des Langzeitverhaltens bietet sich die Formulierung als Balken-
tragwerk an. Mit einer dreidimensionalen Balkenformulierung ko¨nnen durch
Langzeitsimulation entsprechende Zeitverla¨ufe des Strukturverhaltens gewon-
nen werden. Aus diesen la¨ßt sich durch Nachlaufrechnungen z. B. das Ermu¨-
dungsverhalten der Tragstruktur abscha¨tzen.
Eine Idealisierung der einzelnen Rotorbla¨tter als Balkentragwerke ist unter
Beru¨cksichtigung der u¨ber die Radialkoordinate vera¨nderlichen Querschnitts-
und Steifigkeitsgro¨ßen problemlos mo¨glich. Die o¨rtlichen Anstro¨mverha¨ltnis-
se an den Rotorblattquerschnitten durch ein dreidimensionales transientes
Windfeld ko¨nnen unter Beru¨cksichtigung der lokalen Orientierung des Ro-
torblattquerschnitts ermittelt werden.
Bei Windkraftanlagen handelt es sich um Tragstrukturen, deren Teilkompo-
nenten einerseits maßgeblich translatorischen Bewegungen unterliegen (Turm-
struktur, Turmkopf, Maschinenfundament) und andererseits hauptsa¨chlich
rotatorische Bewegungen ausfu¨hren (Rotorbla¨tter, Nabe, Rotorachse). Dies
fu¨hrt zu einer Beschreibung, bei der große Bewegungen einer Teilstruktur
(rotatorische Bewegung) relativ zu den restlichen Tragwerkskomponenten
(translatorische Bewegung) erfaßt werden mu¨ssen.
Der in dieser Arbeit verwendete Ansatz beruht auf der Darstellung der Ge-
samtstruktur in einem kartesischen Koordinatensystem. Die Bewegung der
rotierenden Komponenten wird fu¨r Simulationen im Zeitbereich in einen An-
teil der Starrko¨rperbewegung (Drehung und Translation) und in einen wei-
teren Anteil, der die Verzerrungen innerhalb der Struktur bewirkt, aufgeglie-
dert.
Die Forderung des Kra¨ftegleichgewichts in jedem Punkt des Gesamtsystems
fu¨hrt auf die Schwingungsgleichung mit kontinuierlichen Massen-, Da¨mpfungs-
und Steifigkeitsverteilungen. Entsprechend den Ergebnissen aus Abschnitt
5.1 wird der Anteil einer gyroskopischen Da¨mpfung infolge Rotordrehung bei
der Modellierung des Gesamtsystems nicht beru¨cksichtigt.
5.2.1 Ra¨umliche Diskretisierung
Zur numerischen Behandlung wird das Gesamttragwerk mittels einer Finite-
Elemente-Formulierung diskretisiert. Zur Anwendung kommen hierbei drei-
dimensionale Balkenelemente Hermiteschen Typs unter Annahme der Schub-
starrheit fu¨r die Querverformungen. Beru¨cksichtigt wird hingegen die Torsi-
onsnachgiebigkeit des Balkentragwerks. Lokale Massenkonzentrationen wie
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z. B. Getriebe, Generator oder Maschinenfundament am Turmkopf werden
als punktuelle Einzelmassen idealisiert.
Durch die beschriebene Ortsdiskretisierung der Gesamtstruktur mit entspre-






U = p (5.15)
wobei M die Massenmatrix, C die Da¨mpfungsmatrix, S die elastische Stei-
figkeitsmatrix, Sg eine zusa¨tzliche geometrische Steifigkeitsmatrix abha¨ngig
von der Normalkraftverteilung im Tragwerk und p der Lastvektor ist, der sich
aus a¨ußeren Einwirkungen ergibt. U¨, U˙ und U stellen den zeitabha¨ngigen
Beschleunigungs-, Geschwindigkeits- und Verformungsvektor fu¨r das tran-
siente Bewegungsverhalten der Finite-Element-Knoten des Gesamtsystems
dar. Dabei enthalten U¨, U˙ und U sowohl translatorische als auch rotatori-
sche Freiheitsgrade. In dieser Arbeit werden die Freiheitsgrade der Vektoren
U¨, U˙ und U im globalen kartesischen Koordinatensystem formuliert.
5.2.2 Zeitdiskretisierung
Fu¨r die numerische Behandlung der linearen Strukturgleichung stehen unter-
schiedliche Verfahren zur Integration im Zeitbereich zur Verfu¨gung.
Die von NEWMARK [74] entwickelte Methode beruht auf der Annahme der
gemittelten Beschleunigungen wa¨hrend eines Zeitintervalls und besitzt fu¨r
die lineare Strukturgleichung (vgl. Gleichungen 5.16 bis 5.18) unabha¨ngig
vom gewa¨hlten Zeitschritt ein grenzstabiles Verhalten. Weitere Entwicklun-
gen ([51], [5], [50], [48]) erzeugen durch unterschiedliche Gewichtung der
Massen- und Steifigkeitsmatrizen fu¨r die Zeitpunkte tn und tn+1 eine vom
gewa¨hlten Zeitschritt abha¨ngige numerische Da¨mpfung, welche den bezogen
auf die zeitliche Diskretisierung hochfrequenten Oszillationen entgegenwirkt
und so eine numerisch bedingte Divergenz mo¨glicherweise verhindern kann.
Die Gleichungen fu¨r das HHT-α-Verfahren (HILBER et al. [48]) lauten:
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Man+1 + (1 + α)Kdn+1 − αKdn = Fn+1 (5.16)




− β)an + βan+1] (5.17)
vn+1 = vn +∆t[(1− γ)an + γan+1] (5.18)
Dabei bezeichnet M die konstante Massenmatrix, K die konstante Steifig-
keitsmatrix, F den a¨ußeren Lastvektor und a, v und d den Beschleunigungs-,
Geschwindigkeits- und Verformungsvektor des betrachteten Sytems sowie ∆t
den gewa¨hlten Zeitschritt zwischen zwei Zeitpunkten. Die Indizes n und n+1
zeigen an, daß es sich um Werte zu den Zeitpunkten tn und tn+1 handelt. Die
Parameter α, β und γ sind die Integrationsparameter des Verfahrens.
Die Arbeiten von HILBER et al. [48] und HILBER und HUGHES [47] zei-
gen fu¨r die lineare Strukturgleichung stabiles Verhalten der Zeitintegration
fu¨r Werte von α = −1
2
. . . 0.0 mit β = (1−α)
2
4
und γ = 1
2
− α. Eine maxi-
male numerische Da¨mpfung ergibt sich fu¨r α = −1
3
(Gleichungen 5.16 bis
5.18). WOOD et al. [117] zeigen ein a¨hnliches Vorgehen zum Erzielen von
numerischer Da¨mpfung, BAZZI und ANDEREGGEN [7] eine Analyse des
Spektralradius. HULBERT [52] und CHUNG und HULBERT [18] zeigen
weitere Eigenwertanalysen fu¨r numerische Integrationsverfahren der Struk-
turgleichung.
In dieser Arbeit wird zur Ermittlung der kinematischen Gro¨ßen zum Zeit-




Geschwindigkeiten und Verformungen werden entsprechend Gleichungen 5.17
und 5.18 ermittelt. In Gleichung 5.19 bezeichnet C eine Da¨mpfungsma-
trix, mit der unterschiedliche strukturelle Da¨mpfungseffekte zusammengefaßt
beru¨cksichtigt werden ko¨nnen.
Fu¨r das System der Gleichungen 5.19, 5.17 und 5.18 kann am Beispiel eines
Einfreiheitsgradsystems mit konstanter Masse und linearer Federsteifigkeit
unter Vernachla¨ssigung der Da¨mpfungsmatrix C und der a¨ußeren Belastung
Fn, Fn+1 das numerische Da¨mpfungsverhalten des numerischen Verfahrens
analysiert werden. Die Amplifikationsmatrix A mit









stellt eine Abbildungsvorschrift der kinematischen Gro¨ßen des Einfreiheits-
gradsystems zum Zeitpunkt tn auf seine kinematischen Gro¨ßen zum Zeit-
punkt tn+1 dar. A ist abha¨ngig vom Verha¨ltnis des gewa¨hlten Zeitschrittes
∆t zur Periodendauer T der abzubildenden Schwingung und von den Inte-
grationsparametern α, β und γ.
Der Spektralradius ρ = max(|λ1(A)|, |λ2(A)|, |λ3(A)|), wobei λ1(A), λ2(A)
und λ3(A) die Eigenwerte von A bezeichnen, gibt das numerische Da¨mp-
fungsverhalten des numerischen Verfahrens an. Abbilung 5.32 zeigt den Spek-
tralradius fu¨r das System der Gleichungen 5.19, 5.17 und 5.18 fu¨r das ge-
nannte Einfreiheitsgradsystem fu¨r die Integrationsparameter α = −0.1, β =
0.3025 und γ = 0.6 u¨ber dem Verha¨ltnis ∆t/T .

















Abbildung 5.32: Spektralradius der Amplifikationsmatrix
In dieser Arbeit wird bei der Modellierung des Gesamtsystems einer Offshore-
Windkraftanlage die Abha¨ngigkeit der Steifigkeit vom Verzerrungszustand
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beru¨cksichtigt. Dementsprechend ist in Gleichung 5.19 die Steifigkeitsmatrix
K abha¨ngig vommomentanen Verformungszustand, und es ist notwendig, das
Gleichungssystem 5.19, 5.17 und 5.18 iterativ zu lo¨sen. Das verwendete Ite-
rationsverfahren ist in Abschnitt 5.2.3 geschildert. Da durch die Drehung des
Rotorsystems die Rotorbla¨tter große Starrko¨rperrotationen erfahren, wird
dies bei der Zeitintegration entsprechend beru¨cksichtigt. Das dabei angewen-
dete Vorgehen ist in Abschnitt 5.2.4 beschrieben.
5.2.3 Iterationsverfahren
Bei der Modellierung des Gesamttragwerks wird die zusa¨tzliche Steifigkeit der
Struktur durch Normalkraftwirkung beru¨cksichtigt. Die Gesamtsteifigkeits-
matrix K des 3D-Finite-Elemente-Balkenmodells setzt sich also aus den An-
teilen einer elastischen Steifigkeitsmatrix S und einer geometrischen Steifig-
keitsmatrix Sg zusammen (vgl. auch Gleichung 5.15). Der Anteil der geome-
trischen Steifigkeitsmatrix Sg ist abha¨ngig vom momentanten Verformungs-
zustand der Struktur. Fu¨r die Zeitintegration mit dem in Abschnitt 5.2.2
vorgestellten Verfahren wird hier der Iterationsprozeß zur Lo¨sung des Glei-
chungssystems 5.19, 5.17 und 5.18 fu¨r einen Zeitschritt gezeigt.
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Gro¨ßen, die mit dem Index n bzw. n + 1 gekennzeichnet sind, beinhalten
Werte zum Zeitpunkt tn bzw. tn+1. Auf der linken Seite von Gleichung 5.21
treten die zeitabha¨ngige Gesamtsteifigkeitsmatrix K und der gesuchte Ver-
formungsvektor dn+1 auf und auf der rechten Seite in der letzten Zeile die
zeitabha¨ngige Gesamtsteifigkeitsmatrix K.
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Im weiteren wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix K mit ihren beiden Anteilen
der elastischen Steifigkeitsmatrix S und der zeitabha¨ngigen geometrischen
Steifigkeitsmatrix Sg dargestellt. Gesucht ist in Gleichung 5.21 der Verfor-
mungsvektor dn+1 fu¨r den Zeitpunkt tn+1. Das Kra¨ftegleichgewicht in Glei-
chung 5.21 wird unter Beru¨cksichtigung der momentanen Steifigkeitsmatrix
zum Zeitpunkt tn+1 gesucht. Es wird also das Kra¨ftegleichgewicht bei einer
Gesamtsteifigkeitsmatrix von
K = K(tn+1) = K(dn+1) = S+ Sg(dn+1) = S+ Sg(d
def
n+1) (5.22)
gesucht. Es ist hierbei anzumerken, daß die geometrische Steifigkeitsmatrix
nur vom verzerrungsverursachenden Anteil ddefn+1 der Verformung dn+1 und
nicht vom Anteil der Starrko¨rperbewegung (drign+1) abha¨ngig ist (dn+1 =
drign+1 + d
def
n+1). Das Vorgehen, wie bei Kenntnis von dn+1 der verzerrungs-
verursachende Anteil ddefn+1 ermittelt wird, ist in Abschnitt 5.2.4 geschildert.
Durch Einsetzen von K = S+ Sg(d
def
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Fu¨r die iterative Ermittlung von dn+1 aus Gleichung 5.23 wird davon aus-
gegangen, daß sich fu¨r den aktuellen Iterationsschritt der gesuchte Verfor-
mungsvektor dn+1 auf der linken Seite von Gleichung 5.23 aus dem Na¨he-
rungswert dOLDn+1 aus dem vorhergehenden Iterationsschritt und einem noch







Die geometrische Steifigkeitsmatrix Sg(d
def
n+1) wird sowohl auf der linken als
auch auf der rechten Seite von Gleichung 5.23 mit dem Wert ddef,OLDn+1 aus
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dem vorhergehenden Iterationsschritt gebildet. Durch Einsetzen der genann-
ten Gro¨ßen fu¨r dn+1 und Sg(d
def
n+1) auf der linken und der rechten Seite von
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Aus Gleichung 5.24 kann bei Kenntnis aller Gro¨ßen zum Zeitpunkt tn (Index
n) und aller Gro¨ßen aus dem vorhergehenden Iterationsschritt (Indizes n+1





n+1 erha¨lt man nachfolgend eine neue Na¨herung fu¨r die
gesuchte Verformung dn+1. Aus d
NEW
n+1 la¨ßt sich wie in Abschnitt 5.2.4 geschil-
dert der verzerrungsverursachende Anteil ddef,NEWn+1 ermitteln. Bei Kenntnis
von dNEWn+1 und d
def,NEW
n+1 kann eine weitere Iteration entsprechend Gleichung
5.24 ausgefu¨hrt werden. dOLDn+1 und d
def,OLD
n+1 bezeichnen dabei Gro¨ßen, die im
vorhergehenden Iterationsschritt ermittelt wurden.
Zu Beginn des Iterationsprozesses zur Ermittlung von dn+1 wird der Wert
von dOLDn+1 mit d
OLD
n+1 = dn +∆tvn + (
1
2
− β)∆t2an initialisiert. ddef,OLDn+1 wird
dann entsprechend Abschnitt 5.2.4 aus dOLDn+1 bestimmt. Es werden solange
Iterationsschritte zur Ermittlung einer ausreichend genauen Na¨herung fu¨r
dn+1 ausgefu¨hrt, bis beim aktuellen Iterationsschritt der Betrag eines Kraft-
differenzvektors ∆FOLDn+1 relativ zum Betrag der vorherrschenden a¨ußeren Be-
lastung (1 + α)Fn+1 − αFn kleiner als eine vorgegebene Toleranzgenauigkeit
εF ist:
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|∆FOLDn+1 |
|(1 + α)Fn+1 − αFn| < εF (5.25)
Hierbei bezeichnet der Begriff Betrag die euklidische Norm (L2-Norm). Der








definiert. Das in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehen wird in der Lite-
ratur auch als Newton-Raphson-Verfahren bezeichnet.
5.2.4 Beru¨cksichtigung großer Starrko¨rperrotationen
Bei der verwendeten Finite-Elemente-Modellierung des 3D-Balkentragwerks
des Gesamtsystems einer Offshore-Windkraftanlage werden die Koordina-
ten aller Knoten und die zugeho¨rigen translatorischen und rotatorischen
Verformungsfreiheitsgrade des Finite-Elemente-Modells im globalen karte-
sischen Koordinatensystem formuliert (vgl. Abschnitt 5.2.1). Da einige Teil-
komponenten des Gesamtsystems durch die Drehung des Rotorsystems große
Starrko¨rperrotationen erfahren, fu¨hrt dies bei den entsprechenden Freiheits-
graden in der Finite-Elemente-Modellierung zu großen Werten. Dabei ist der
Anteil der verzerrungsverursachenden lokalen Elementverformungen im Ver-
gleich zum Anteil der Starrko¨rperrotation gering. Das Verfahren von RANKIN
und BROGAN [86] zur Beru¨cksichtigung großer Rotationen bei der Finite-
Elemente-Modellierung wird im folgenden erla¨utert:
Fu¨r die Erla¨uterung werden drei Typen von Koordinatensystemen festgelegt:
Den ersten Typ stellt das globale kartesische Koordinatensystem G dar. Vom
zweiten Typ sind die elementspezifischen Elementkoordinatensysteme E. Den
dritten Typ repra¨sentieren die knotenspezifischen Knotenkoordinatensyste-
me S.
Dabei ist das globale kartesische Koordinatensystem G in allen Raumpunkten
gleich gerichtet und durch die paarweise orthogonalen globalen Einheitsvek-
toren ex, ey, ez festgelegt.
Fu¨r jedes Element im Finite-Elemente-Modell wird zu Beginn einer transien-
ten Berechnung zum Zeitpunkt t0 = 0 ein dreidimensionales elementbezoge-
nes Elementkoordinatensystem E festgelegt. Da es sich bei den verwendeten
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Balkenelementen um linienfo¨rmige Elemente handelt, wird jedes element-
bezogene Koordinatensystem durch einen entlang der linearen Verbindung
zwischen den beiden Elementknoten gerichteten Einheitsvektor und zwei zu
diesem und untereinander orthogonalen Einheitsvektoren gebildet. Da sich
wa¨hrend der transienten Berechnung die globale Lage der Elemente a¨ndert,
besteht fu¨r jedes Element eine zeitliche Abha¨ngigkeit der Transformationsbe-
ziehung zwischen den Koordinaten seiner beiden Endknoten im zugeho¨rigen
Elementkoordinatensystem und deren Koordinaten im globalen Koordina-
tensystem.
Ebenfalls zu Beginn der transienten Berechung zum Zeitpunkt t0 = 0 wird
fu¨r jeden Knoten des Finite-Elemente-Modells ein beliebig gerichtetes eigenes
Knotenkoordinatensystem S mit drei paarweise orthogonalen Einheitsvekto-
ren festgelegt, das fest am Knoten fixiert ist und mit den Rotationsbewegun-
gen dieses Knotens rotiert. Da sich wa¨hrend der transienten Berechnung die
globale Lage der Knoten und auch ihre Rotationsbewegung a¨ndert, besteht
fu¨r jeden Knoten eine zeitliche Abha¨ngigkeit der Transformationbeziehung
zwischen seinen Koordinaten im eigenen Knotenkoordinatensystem und sei-
nen Koordinaten im globalen Koordinatensystem.
Die Transformation, um einen Elementknoten X = [x, y, z]T von der Dar-
stellung im Elementkoordinatensystem E des betrachteten Elementes (XE =
[xE, yE, zE]
T ) in die Darstellung im globalen Koordinatensystem G (XG =
[xG, yG, zG]
T ) abzubilden, sei durch die 3 x 3 - Transformationsmatrix E ge-
geben:
XG = EXE (5.27)
Die Lagea¨nderung drig,transG,n+1 = [ux,G, uy,G, uz,G] im globalen Koordinatensy-
stem G, die ein betrachteter Elementknoten XG = [xG, yG, zG]
T vom Zeit-
punkt t0 aus seiner spannungsfreien Ursprungslage bis zum Zeitpunkt tn+1
erfa¨hrt und die zum Zeitpunkt tn+1 keine spannungsverursachenden Deforma-
tionen des zugeho¨rigen betrachteten Elementes hervorruft, kann als Differenz
seiner Koordinaten im globalen Koordinatensystem G zum Zeitpunkt tn+1
und seiner Koordinaten im globalen Koordinatensystem G zum Zeitpunkt t0
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E0 und En+1 bezeichnen dabei die Transformationsmatrizen entsprechend
Gleichung 5.27 zu den Zeitpunkten t0 und tn+1. I stellt die Einheitsmatrix
dar. XG,0 bezeichnet die Lage des betrachteten Elementknotens im globalen
Koordinatensystem G zum Zeitpunkt t0. Der Index G bedeutet, daß es sich
um Gro¨ßen im globalen Koordinatensystem G handelt.
Die Gesamtlagea¨nderung dtot,transG,n+1 eines betrachteten Elementknotens zum
Zeitpunkt tn+1 setzt sich aus seiner Starrko¨rperbewegung d
rig,trans
G,n+1 und sei-
ner verzerrungsverursachenden Bewegung ddef,transG,n+1 zusammen. Entsprechend
erha¨lt man fu¨r den verzerrungsverursachenden Anteil der Bewegung:
ddef,transG,n+1 = d
tot,trans






Durch Transformation der Gro¨ßen in Gleichung 5.29 in das betrachtete Ele-













z,E]n+1 bezeichnet die im betrachteten Element defor-
mationsverursachenden Translationsbewegungen des betrachteten Element-
knotens im zugeho¨rigen Elementkoordinatensystem E.
Um die Rotationsbewegungen, die ein Elementknoten wa¨hrend der Berech-
nung ausfu¨hrt, zu erfassen, wird zusa¨tzlich zu den bisherigen Betrachtungen
die Transformation der Koordinaten XS = [xS, yS, zS] eines Elementkno-
tens in seinem eigenen Knotenkoordinatensystem S in dessen Koordinaten
XG = [xG, yG, zG] im globalen Koordinatensystem G durch die Transforma-
tionsmatrix S beschrieben:
XG = SXS (5.31)
S ist dabei abha¨ngig von der Lage des betrachteten Koordinatensystems S.
Die Relativverdrehung, die ein Elementknoten in seinem eigenen Knotenkoor-
dinatensystem S im Vergleich zur Drehung mit dem zugeho¨rigen betrachteten
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Element im entsprechenden Elementkoordinatensystem E vom Zeitpunkt t0
aus seiner spannungsfreien Ursprungslage bis zum Zeitpunkt tn+1 ausfu¨hrt,
kann durch den Ausdruck
DE,n+1 = En+1
−1Sn+1S0−1E0 (5.32)
beschrieben werden. Dabei bezeichnen E0 und En+1 die Transformationsma-
trizen entsprechend Gleichung 5.27 zu den Zeitpunkten t0 und tn+1 und S0
und Sn+1 die Transformationsmatrizen entsprechend Gleichung 5.31 zu den
Zeitpunkten t0 und tn+1. Die DrehmatrixDE,n+1 beschreibt dabei die Relativ-
verdrehung des betrachteten Elementknotens aus der Drehung des Element-
knotens im eigenen Knotenkoordinatensystem S im Vergleich zur Drehung
mit dem zugeho¨rigen betrachteten Element im entsprechenden Elementko-
ordinatensystem E. An dieser Stelle wird eingefu¨hrt, daß zum Zeitpunkt t0
zu Beginn der Berechnung das Knotenkoordinatensystem S0 eines Knotens
genauso orientiert ist wie das Elementkoordinatensystem E0 des zugeho¨rigen
betrachteten Elementes zum Zeitpunkt t0 zu Beginn der Berechnung.
Sofern die genannten Relativverdrehungen des betrachteten Elementknotens
klein sind, ko¨nnen diese den Nebendiagonalelementen der DrehmatrixDE,n+1
entnommen werden. Anderenfalls ko¨nnen drei Gro¨ßen festgelegt werden, mit
denen aus DE,n+1 die genannten Relativverdrehungen ermittelt werden ko¨n-
nen. Diese drei Gro¨ßen ω1, ω2 und ω3 werden in einem nach ARGYRIS [3] und
RANKIN und BROGAN [86] als Pseudovektor bezeichneten Vektor ωn+1 =
[ω1, ω2, ω3]n+1 zusammengefaßt.
Desweiteren wird folgende Matrix definiert:
Ω =
 0 −ω3 ω2ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0
 (5.33)
Eine antimetrische Matrix Ω la¨ßt sich stets durch eine orthogonale Matrix








Eine orthogonale Matrix T la¨ßt sich entsprechend [86] als





















Durch Setzen von T = DE,n+1 la¨ßt sich die Matrix Ω = Ωn+1 mittels Glei-
chung 5.37 und aus Ωn+1 der gesuchte Pseudovektor ωn+1 = [ω1, ω2, ω3]n+1,
der die genannten Relativverdrehungen beschreibt, entsprechend Gleichung
5.33 bestimmen.
In Gleichungen 5.21, 5.23 und 5.24 treten Massen-, Da¨mpfungs- und Stei-
figkeitsmatrizen auf. Klassischerweise setzen sich diese Massen-, Da¨mpfungs-
und Steifigkeitsmatrizen aus Elementmatrizen zusammen, die fu¨r die Frei-
heitsgrade der entsprechenden Elementknoten im zugeho¨rigen Elementkoor-
dinatensystem formuliert sind. Bei vielen Anwendungen der Finite-Elemente-
Modellierung, bei denen nur kleine Knotenbewegungen auftreten, liegen we-
gen der kleinen Knotenbewegungen die elementbezogenen Elementkoordina-
tensysteme immer nahe ihrer Ursprungslage zum Zeitpunkt t0 zu Beginn der
betrachteten Berechnung; und dementsprechend ko¨nnen knotenweise Verfor-
mungen als Verformungen im entsprechenden Elementkoordinatensystem in
seiner urspru¨nglichen Lage (Zeitpunkt t0) betrachtet werden. Da bei der zu
beschreibenden Gesamtstruktur einer Offshore-Windkraftanlage jedoch eini-
ge Elemente große Starrko¨rperrotationen erfahren, muß dies bei der Lo¨sung
von Gleichung 5.21, Gleichung 5.23 bzw. Gleichung 5.24 in Betracht gezo-
gen werden. Fu¨r die Beru¨cksichtigung großer Starrko¨rperrotationen von Ele-
menten des Finite-Elemente-Modells beim angegebenen Iterationsverfahren
entsprechend Gleichung 5.24 werden die auftretenden Matrizen aus element-
weisen Beitra¨gen der einzelnen Elemente zusammengesetzt. Vor der Summa-
tion der elementweisen Beitra¨ge zu den einzelnen Gesamtmatrizen werden
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die elementweisen Beitra¨ge einer Transformation unterworfen. Es wird von
einer urspru¨nglichen Formulierung der Elementmassen-, Elementda¨mpfungs-
und Elementsteifigkeitsmatrizen in entsprechenden elementspezifischen Ele-
mentkoordinaten ausgegangen. Die Elementmatrizen haben fu¨r Zweiknoten-
Balkenelemente mit 6 Freiheitsgraden pro Knoten (Zweiknoten-Balkenelemen-
te: vgl. Abschnitt 5.2.1) eine Matrixdimension von 12× 12. Die Freiheitsgra-
de in den Verformungsvektoren in Gleichung 5.24 sind knotenspezifisch. Die
12 × 12 – Elementmatrizen in den entsprechenden Elementkoordinatensy-
stemen E werden in Elementmatrizen transformiert, deren Koeffizienten die
entsprechenden Massen-, Da¨mpfungs- bzw. Steifigkeitsanteile in den knoten-
spezifischen Knotenkoordinatensystemen S0 zum Zeitpunkt t0 wiedergeben.
Eine 12× 12 – Elementmatrix [χ12×12Ei ] im entsprechenden Elementkoordina-



























in den knotenspezifischen Knotenkoordina-









repra¨sentativ fu¨r Elementmassen-, Ele-
mentda¨mpfungs- bzw. Elementsteifigkeitsmatrizen des Elementes i. Die 6×6
– Matrix E6×6i,n+1 stellt eine Transformationmatrix dar, die die translatorischen
Freiheitsgrade der Knoten i1 bzw. i2 im zugeho¨rigen Elementkoordinatensy-
stem zum Zeitpunkt tn+1 entsprechend Gleichung 5.27 in die Koordinaten
der Elementknoten im globalen Koordinatensystem transformiert, wobei die
rotatorischen Freiheitsgrade der Elementknoten unvera¨ndert abgebildet wer-
den. Die 6 × 6 – Matrizen S6×60,i1 und S6×60,i2 stellen Transformationsmatrizen
dar, die die translatorischen Freiheitsgrade der Knoten i1 bzw. i2 in den kno-
tenspezifischen Knotenkoordinatensystemen zum Zeitpunkt t0 entsprechend
Gleichung 5.31 in die Koordinaten der Elementknoten im globalen Koordi-
natensystem transformieren, wobei die rotatorischen Freiheitsgrade der Ele-
mentknoten unvera¨ndert abgebildet werden.





Gleichung 5.38 den elementweisen Beitrag eines Elementes i zu den globalen
Massen-, Da¨mpfungs- bzw. Steifigkeitsmatrizen in Gleichung 5.24 dar, fu¨r
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den die knotenweisen translatorische Freiheitsgrade fu¨r die Knoten i1 und
i2 in den knotenspezifischen Knotenkoordinatensystemen S0,i1 bzw. S0,i2 zum
Zeitpunkt t0 gefu¨hrt werden und die knotenweisen rotatorischen Freiheitsgra-
de im zugeho¨rigen Elementkoordinatensystem des Elementes i gefu¨hrt wer-
den. Durch Summation der einzelnen transformierten Elementmatrizen fu¨r
alle Elemente im betrachteten Finite-Elemente-Modell ergeben sich in Glei-
chung 5.24 die globalen Massen-, Da¨mpfungs- und Steifigkeitsmatrizen zum
Zeitpunkt tn+1, wobei fu¨r die Matrixkoeffizienten die knotenweisen translato-
rischen Freiheitsgrade in den knotenspezifischen Knotenkoordinatensystemen
zum Zeitpunkt t0 gefu¨hrt werden und die knotenweisen rotatorischen Frei-
heitsgrade in zugeho¨rigen Elementkoordinatensystemen gefu¨hrt werden.
Fu¨r eine konsistente Darstellung des Kra¨ftegleichgewichtes werden in Glei-
chung 5.24 die elementweisen Anteile der a¨ußeren knotenweisen Lastvektoren,
die urspru¨nglich in den Koordinaten der zugeho¨rigen Elementkoordinatensy-













in die elementweisen Anteile der knotenweisen Lastvektoren in den kno-
tenspezifischen Knotenkoordinatensystemen zum Zeitpunkt t0 transformiert.
Durch Summation der elementweisen Anteile der knotenweisen Lastvekto-
ren u¨ber alle Elemente im Finite-Elemente-Modell ergibt sich der globale
Lastvektor, bei dem die translatorischen knotenweisen Lasten in den knoten-
weisen Knotenkoordinatensystemen zum Zeitpunkt t0 gefu¨hrt werden und
die rotatorischen knotenweisen Lasten in den zugeho¨rigen Elementkoordina-
tensystemen gefu¨hrt werden.
Desweiteren werden auf der rechten Seite von Gleichung 5.24 die knoten-
weisen translatorischen Freiheitsgrade fu¨r Verformung, Geschwindigkeit und
Beschleunigung in den knotenspezifischen Knotenkoordinatensystemen zum
Zeitpunkt t0 gefu¨hrt. Die knotenweisen rotatorischen Freiheitsgrade fu¨r Ver-
formung, Geschwindigkeit und Beschleunigung werden ebenfalls in den kno-
tenspezifischen Knotenkoordinatensystemen zum Zeitpunkt t0 gefu¨hrt. Da
die globalen Massen-, Da¨mpfungs- und Steifigkeitsmatrizen derart erstellt
wurden, daß die knotenweisen translatorischen Freiheitsgrade in den zu-
geho¨rigen Knotenkoordinatensystemen zum Zeitpunkt t0 gefu¨hrt werden und
die knotenweisen rotatorischen Freiheitsgrade in Elementkoordinaten gefu¨hrt
werden, erha¨lt man mit Lo¨sung von Gleichung 5.24 nach ∆dNEWn+1 fu¨r einen
Iterationsschritt die inkrementellen Zuwa¨chse der knotenweisen translatori-
schen Freiheitsgrade in den zugeho¨rigen Knotenkoordinatensystemen zum
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Zeitpunkt t0 und die inkrementellen Zuwa¨chse der knotenweisen rotatori-
schen Freiheitsgrade in den zugeho¨rigen Elementkoordinatensystemen. Da
zum Zeitpunkt t0 zu Beginn der Berechnung die Lage der knotenspezifischen
Knotenkoordinatensysteme S0 so gewa¨hlt wurde, daß diese Knotenkoordina-
tensysteme genauso wie die zugeho¨rigen betrachteten Elementkoordinaten-
systeme E0 zum Zeitpunkt t0 gerichtet sind, stellt ein inkrementeller Zuwachs
eines knotenspezifischen rotatorischen Freiheitsgrades in ∆dNEWn+1 eine zusa¨tz-
liche Verdrehung des Knotens zu den bis dahin erfolgten Verdrehungen des
Knotens dar.
Die inkrementellen Zuwa¨chse der rotatorischen Freiheitsgrade eines betrach-
teten Knotens werden hier mit
∆dNEW,rotn+1 ≡ ω˜n+1 (5.40)
bezeichnet (ω˜n+1 = [ω˜1, ω˜2, ω˜3]n+1). Dabei erfolgt die Verdrehung des be-
trachteten Knotens um die drei Achsen, die durch die momentane Lage des
Koordinatensystem des zugeho¨rigen Elementes beschrieben werden. Die Ad-
dition eines inkrementellen Zuwachses von rotatorischen Freiheitsgraden bei
















wiedergegeben (vgl. [86]), wobei der Za¨hlerausdruck auf der rechten Seite von




|ωOLDn+1 |2− 14ωOLDn+1 •ω˜n+1] ha-
ben muß [86]. ωOLDn+1 = [ω1, ω2, ω3]
OLD
n+1 beschreibt dabei die Werte der Rotati-
onsfreiheitsgrade des betrachteten Knotens zum Zeitpunkt tn+1 im knotenei-
genen Koordinatensystem S0 (Zeitpunkt t0) vor der zusa¨tzlichen inkremen-
tellen Rotation ω˜n+1, ω
NEW
n+1 = [ω1, ω2, ω3]
NEW
n+1 die Werte der Rotationsfrei-
heitsgrade des betrachteten Knotens zum Zeitpunkt tn+1 im knoteneigenen
Koordinatensystem S0 (Zeitpunkt t0) nach der zusa¨tzlichen inkrementellen
Rotation ω˜n+1.
Bei Kenntnis der aktuellen Knotenverdrehungen entsprechend Gleichung 5.41
und Kenntnis der aktuellen Lage der Elementkoordinatensysteme entspre-
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chend Gleichung 5.27 lassen sich die in den Elementen verzerrungsverursa-
chenden Knotenverdrehungen entsprechend Gleichung 5.32 bestimmen. Fu¨r
ein betrachtetes Element werden die verzerrungsverursachenden Knotenver-














z,E ]n+1 die verzerrungsverursachen-
den Relativrotationen des Elementknotens fu¨r das betrachtete Element zum
Zeitpunkt tn+1.
Der in Abschnitt 5.2.3 mit ddef,OLDn+1 bezeichnete Vektor setzt sich fu¨r einen
Elementknoten eines betrachteten Elementes aus den verzerrungsverursa-
chenden translatorischen und rotatorischen Verformungen ddef,transE,n+1 (Glei-
chung 5.30) und ddef,rotE,n+1 (Gleichung 5.42) zusammen. Fu¨r jedes einzelne Ele-
ment werden die verzerrungsverursachenden Elementknotenverformungen
ddef,transE,n+1 und d
def,rot
E,n+1 bestimmt. Die einzelnen verzerrungsverursachenden Ele-
mentknotenverformungen werden zur Bestimmung der geometrischen Steifig-
keitsmatrix Sg(d
def,OLD
n+1 ) in Gleichung 5.24 verwendet und als Gro¨ßen aus der
vorhergehenden Iteration zum Zeitpunkt tn+1 hier symbolisch mit d
def,OLD
n+1 =
[{[udefx,E, udefy,E, udefz,E, βdefx,E , βdefy,E , βdefz,E ]n+1}k]
T
, k = 1 . . . K, und K als Anzahl der
Knoten im Finite-Elemente-Modell bezeichnet.
Um den in Abschnitt 5.2.3 mit dNEWn+1 bezeichneten Vektor aus den Gro¨ßen
dOLDn+1 und ∆d
NEW
n+1 zu erhalten, wird wie folgt vorgegangen: Die transla-
torischen Freiheitsgrade dNEW,transn+1 werden durch Summation der transla-
torischen Freiheitsgrade dOLD,transn+1 und ∆d
NEW,trans
n+1 ermittelt. Die rotatori-
schen Freiheitsgrade dNEW,rotn+1 werden entsprechend Gleichung 5.41 bestimmt,
wobei dNEW,rotn+1 ≡ ωNEWn+1 , dOLD,rotn+1 ≡ ωOLDn+1 und ∆dNEW,rotn+1 ≡ ω˜n+1 ist.
















Wenn in Gleichung 5.24 die Toleranzgenauigkeit nach Gleichung 5.25 erreicht
wird, stellen die rotatorischen Freiheitsgrade des ermittelten Verformungs-
vektors dn+1 die knotenweisen Rotationen aus ihrer Ursprungslage (knoten-
spezifische Koordinatensysteme S0, Zeitpunkt t0) zum Zeitpunkt tn+1 dar.
Die Transformation der momentanen knotenspezifischen Translationsverfor-
mungen mittels Gleichung 5.31 ergibt die momentane Lage eines betrachteten
Knotens im globalen kartesischen Koordinatensystem.
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5.2.5 Kombinierte Belastung durch Wellen und Wind
Im folgenden wird das Strukturverhalten einer Offshore-Windkraftanlage in-
folge kombinierter Belastung aus Wellen und Wind betrachtet.
Die betrachtete Offshore-Windkraftanlage wird durch folgende Geometrie-
und Materialparameter beschrieben: Die Turmstruktur aus Stahl besitzt ei-
ne Turmho¨he u¨ber Meeresgrund vonH = 100 m mit einem Turmdurchmesser
von D = 5 m und einer Wanddicke von t = 7 cm. Generator und Maschinen-
fundament werden durch eine Einzelmasse von m = 30.000 kg an der Turm-
spitze im Schwerpunkt des Turmquerschnitts abgebildet. Die Auskragung
von der Turmspitze bis zur Nabe des Rotorsystems betra¨gt 2.0 m. Der Ro-
torradius des Rotorsystems betra¨gt R = 40 m. Die verwendeten Geometrie-
und Materialdaten fu¨r die Rotorbla¨tter entsprechen den in Abschnitt 5.1.2
angenommenen Verla¨ufen. Die zugeho¨rigen Massen- und Steifigkeitsvertei-
lungen sind in den Abbildungen 5.2 und 5.3 dargestellt. Es wird eine feste
Einspannung der Offshore-Windkraftanlage in den Meeresboden angenom-
men.
Das 3D-Balkenmodell der Gesamtstruktur Offshore-Windkraftanlage wird
durch 3D-Balkenelemente gema¨ß Abschnitt 5.2.1 diskretisiert. Dabei wird
die Turmstruktur mit 101 Knoten und 100 Elementen diskretisiert. Eine ver-
feinerte Vernetzung liegt im Bereich des mittleren Wasserspiegels (mittlere
Wassertiefe d = 30 m, siehe unten) vor. Der Triebstrang vom Turmkopf bis
zur Nabe wird durch 5 Knoten und 4 Elemente mit einer Elementla¨nge von je
Le = 0.5 m abgebildet. Die einzelnen Rotorbla¨tter werden mit je 41 Knoten
und 40 Elementen mit einer Elementla¨nge von je Le = 1.0 m dargestellt.
Auf der Einwirkungsseite wird fu¨r den Wind ein exponentielles Ho¨henpro-
fil der mittleren Geschwindigkeit und dreidimensionale Windturbulenz nach
KAIMAL et al. [53] verwendet. Repra¨sentativ fu¨r einen angenommenen Stand-
ort in der Deutschen Bucht wird in 19.5 m Ho¨he u¨ber mittlerem Wasser-
spiegel eine mittlere Windgeschwindigkeit von um(z = 19.5 m) = 10.0 m/s
und eine mittlere Windrichtung aus West-Nordwest gewa¨hlt. Der zugeho¨rige
Exponentialkoeffizient der Ho¨henverteilung der mittleren Windgeschwindig-
keit betra¨gt α = 0.14. Die Reibungsla¨nge wird fu¨r einen Standort auf See
mit z0 = 0.0002 m angenommen. Die dreidimensionale Windturbulenz ist
durch eine Reibungsgeschwindigkeit gema¨ß Gleichung 4.4 mit u∗ = 0.035 m/s
eindeutig beschrieben. Unter Anwendung des in Abschnitt 4.2 beschriebe-
nen Vorgehens wird im Zeitbereich ein turbulentes Windfeld im Bereich der
Windkraftanlage bestimmt. Die Belastung der Rotorbla¨tter infolge Windum-
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stro¨mung ergibt sich gema¨ß des in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verhaltens
der Kraftbeiwerte unter Beru¨cksichtigung des Dynamischen Stalls. Die Pa-
rameter fu¨r die Beschreibung der verwendeten Kraftbeiwertverla¨ufe sind in
[70] aufgefu¨hrt.
Der Seegang wird mit einer charakteristischen Wellenho¨he von HS = 2.2 m
und einer zugeho¨rigen Nulldurchgangsperiode von T0 = 5.2 s bei einer Haupt-
seegangsrichtung aus West-Su¨dwest dargestellt. Hieraus ergibt sich zur mitt-
leren Windrichtung (West-Nordwest) ein Richtungsversatz der Hauptsee-
gangsrichtung von ∆φ = 45◦. Es wird von einer Streuung der Seegangswellen
um die Hauptseegangsrichtung gema¨ß der Dichtefunktion D(α) = 2
pi
[cos(α)]2
ausgegangen (α = 0◦: Hauptseegangsrichtung). Die Seegangskinematik wird
durch Superposition von Airywellen ermittelt. Dabei betra¨gt die mittlere
Wassertiefe am betrachteten Standort d = 30 m. Die transiente Belastung
der Turmstruktur infolge Welleneinwirkung ergibt sich durch Anwendung
der Morison-Gleichung.
Unter der gegebenen Belastung durch Wellen und Wind wird die transi-
ente Strukturreaktion des Gesamtsystems durch Zeitintegration der diskre-
ten Form der Strukturgleichung 5.15 entsprechend des in den Abschnitten
5.2.2 bis 5.2.4 geschilderten Vorgehens bestimmt. Die Parameter fu¨r die
Zeitintegration entsprechend Gleichungen 5.19, 5.17 und 5.18 werden da-
bei mit α = −0.1, β = 0.3025 und γ = 0.6 gewa¨hlt. Das Strukturver-
halten wird unter Vernachla¨ssigung des Da¨mpfungsterms in Gleichung 5.19
ermittelt. Die Gro¨ße des Zeitschrittes wird konstant zu ∆t = 0.05 s und der
Gesamtzeitraum der Simulation zu TGes = 50 s festgelegt. Zum Anfangs-
zeitpunkt t = 0 besitzt das Rotorsystem eine konstante Drehfrequenz von
Ω = 2pi
6
rad/s = 10 U/min.
Abbildung 5.33 zeigt schematisch das verwendete Finite-Elemente-Modell.
In Abbildung 5.34 sind die zeitlichen Verla¨ufe von Biegemoment in Wind-
richtung (Mxx(t)), Biegemoment quer zur Windrichtung (Myy(t)) und Tor-
sionsmoment (Mzz(t)) am Turmfußpunkt in Ho¨he Meeresgrund dargestellt.
Man erkennt, daß das Biegemoment quer zur Windrichtung einen Mittelwert
von etwa Null hat. Das Biegemoment in Windrichtung ist um den Betrag
des statischen Biegeanteils aus mittlerer Windgeschwindigkeit verschoben.
Das Torsionsmoment zeigt ein harmonisches Verhalten mit relativ großer
Schwingdauer.
Fu¨r den Turmfußpunkt ist die Verteilung der Normalspannung im Quer-
schnitt infolge Biegemomenten und Normalkraft u¨ber dem Winkel und der
Zeit in Abbildung 5.35 aufgefu¨hrt. Es ist zu erkennen, daß die Spannungs-
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Abbildung 5.33: Finite-Elemente-Modell (schematisch) mit fester Einspan-
nung am Turmfußpunkt und Turmquerschnitt
maxima (σzz > 0: Zugspannung) in bezug auf die radiale Verteilung der
Spannung gro¨ßtenteils im Bereich von φ = 180◦ . . . 225◦ auftreten (180◦: Luv-
richtung). Diese einseitige Streuung hinsichtlich der Luvrichtung ist durch
den richtungsversetzt einwirkenden Seegang begru¨ndet (φ = 45◦: Haupt-
seegangsrichtung). Eine analoge einseitige Streuung der Spannungsminima
(σzz < 0: Druckspannung) tritt entsprechend fu¨r den Bereich φ = 0
◦ . . . 45◦
auf.
Abbildung 5.36 zeigt die Darstellung der diskreten Fouriertransformation
der mittelwertbereinigten Verla¨ufe der Biegemomente parallel und quer zur
mittleren Windrichtung sowie des Torsionsmomentes am Turmfußpunkt. Die
gro¨ßte Anregung erfa¨hrt die Struktur bei einer Frequenz von f ≈ 0.42 Hz,
welche der ersten Eigenfrequenz der Gesamtstruktur entspricht (Biegeei-
genform). Ein weiteres Maximum zeigt sich fu¨r die Turmbiegung quer und
parallel zur Windrichtung bei f ≈ 0.14 Hz. Dieser Wert entspricht in et-
wa der Frequenz, bei der der Seegang den maximalen Energiegehalt besitzt
(fEmax ≈ 0.136 Hz, vgl. Seegangsspektrum entsprechend Gleichung 2.1 fu¨r
HS = 2.2 m und T0 = 5.2 s). Das Maximum der Anregung quer zur Windrich-
tung ist gro¨ßer als parallel zur Windrichtung, da zusa¨tzlich die mittlere Dreh-
frequenz des Rotorsystems bei fR ≈ 0.146 Hz liegt. Zudem verursacht die
Rotordrehung bei dieser Frequenz auch eine Torsionsverformung der Turm-
struktur (siehe auch Abbildung 5.34). Fu¨r die Frequenz von f ≈ 0.20 Hz
ist eine versta¨rkte Anregung quer zur Windrichtung erkennbar. Mit dieser
Frequenz passiert jedes zweite Rotorblattes die Turmstruktur.
Ein geringer Peak kann parallel zur Windrichtung auch bei f ≈ 0.02 Hz
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Abbildung 5.34: Biegemomente und Torsionsmoment am Turmfußpunkt in-
folge kombinierter Belastung aus Wellen und Wind u¨ber Zeit
erkannt werden, welcher aus der Anregung infolge longitudinaler Windturbu-
lenz resultiert (maximaler Energiegehalt der Windturbulenz fu¨r f ≤ 0.02 Hz).
Ein weiteres Maximum fu¨r die Turmbiegung quer zur Windrichtung tritt bei
f ≈ 0.50 Hz auf, welches etwa dem 4/3-fachen der mittleren Durchgangsfre-
quenz der Rotorbla¨tter entlang der Turmstruktur entspricht. Diese versta¨rkte
Biegeanregung kann auf die Rotordrehung zuru¨ckgefu¨hrt werden, da der Peak
nur fu¨r die Biegung quer zur mittleren Windrichtung charakteristisch ist.
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Abbildung 5.35: Normalspannungsverteilung in Turmquerschnitt u¨ber Win-
kel und Zeit

















Abbildung 5.36: Diskrete Fouriertransformation der Biegemomente Mxx(t)
und Myy(t) und des Torsionsmomentes Mzz(t) u¨ber Frequenz
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Kapitel 6
Zusammenfassung
Offshore-Windkraftanlagen sind maßgeblich den Einwirkungen von Wellen
und Wind ausgesetzt. In dieser Arbeit wird auf die Extremwellenbelastung
der Turmstruktur sowie auf die kombinierte Belastung der Gesamtstruktur
durch stochastischen Seegang und turbulenten Wind eingegangen.
Die Modellierung der Wellenkinematik durch eine numerische Lo¨sung im
Zeitbereich mit einem Randelementeverfahren ermo¨glicht auch die Beschrei-
bung von Extremwellen, welche mit herko¨mmlichen Verfahren (Wellentheo-
rien) nicht mehr erfaßt werden ko¨nnen. Die Annahme, daß sich die Wel-
len dabei wie eine Potentialstro¨mung (inkompressibel, reibungsfrei, wirbel-
frei) verhalten, ist fu¨r die Beschreibung der Wellenbewegung ausreichend
und ermo¨glicht die Transformation der beschreibenden Gleichungen auf eine
Formulierung auf dem Gebietsrand. Das dargestellte Randelementeverfah-
ren wird in diesem Zusammenhang fu¨r die Ermittlung der Formentwicklung
und der Kinematik einer Extremwelle angewendet. Zudem hat die numeri-
sche Behandlung mittels Randelementeverfahren den großen Vorteil, daß die
Berechnungszeiten im Vergleich zu Feldverfahren (Finite Elemente, Finite
Volumen) wesentlich geringer sind.
Die lokalen Effekte bei der Zylinderumstro¨mung wie die starke Verformung
der freien Oberfla¨che beim Auftreffen einer Extremwelle auf die Turmstruktur
(Druckschlag) werden mit einem Finite-Volumen – Volume-of-Fluid Verfah-
ren modelliert. Die Stro¨mung wird als Zweiphasenstro¨mung (Wasser-Luft)
mit gemeinsamer Grenzfla¨che angenommen.
Bei der Modellierung des Auftreffens einer ebenen Wasserfront auf eine Kreis-
struktur (2D-Modell) fu¨hrt die Beru¨cksichtigung einer gemittelten Dichte im
Bereich der Grenzfla¨che zu einem kontinuierlichen Anstieg des Drucks auf
dem Kreisrand. Ein Vergleich der Druckverla¨ufe mit einem analytischen Mo-
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dell und mit experimentellen Ergebnissen zeigt eine gute U¨bereinstimmung,
wobei im verwendeten Modell keine Drucksingularita¨ten zu Beginn der Kreis-
umstro¨mung auftreten.
Durch die Kopplung des Randelementeverfahrens zur Ermittlung der Ki-
nematik von Extremwellen (2D-Modell) mit dem Finite-Volume – Volume-
of-Fluid Verfahren zur Beschreibung des Druckschlags auf eine zylindrische
Turmstruktur (3D-Modell) la¨ßt sich die entsprechende Belastung auf Offshore-
Windkraftanlagen infolge Extremwellen ermitteln. Dabei wird die stark aus-
gepra¨gte Oberfla¨chenverformung der Welle in der Umgebung der Zylinder-
struktur vom Finite-Volume – Volume-of-Fluid Modell implizit miterfaßt.
Die Betrachtung des Systems Rotorblatt in Hinblick auf die wirkenden Corio-
liskra¨fte ergibt, daß es durch die Rotation zu einer Kopplung von Freiheits-
graden kommt. Die Auswertung von gekoppelten Eigenwerten und Eigen-
formen zeigt, daß es eine deutliche Abha¨ngigkeit von Eigenfrequenzen und
maximalen relativen Verformungen der gekoppelten Freiheitsgrade von der
mittleren Rotordrehfrequenz gibt. Allerdings zeigt sich, daß die auftretenden
maximalen relativen Verformungen der gekoppelten Freiheitsgrade insgesamt
dermaßen gering sind, daß sie bei der Modellierung des Gesamttragwerks als
dreidimensionales Balkenmodell nicht beru¨cksichtigt werden mu¨ssen.
Fu¨r die Langzeitsimulation bietet die Modellierung des Gesamttragwerks als
Balkenmodell im Zeitbereich die Mo¨glichkeit der Beru¨cksichtigung von geo-
metrischen Nichtlinearita¨ten. Bei einer Behandlung der Gesamtstruktur als
Finite-Elemente-Modell in einem inertialen kartesischen Koordinatensystem
werden dabei die großen Starrko¨rperrotationen der Rotorkomponenten er-
faßt. Bei der Modellierung wird eine starre Einspannung der Turmstruktur
in den Meeresboden angenommen. Die Analyse des Strukturverhaltens bei
kombinierter Einwirkung von stochastischem Seegang und turbulentemWind
zeigt, daß es durch das nichtlineare U¨bertragungsverhalten der Kraftwir-
kung auf die Turmstruktur infolge Seegang auch zu Anregungen der Struktur
kommt, die mit Vielfachen der Hauptseegangsfrequenz korreliert sind. Des-
weiteren erfa¨hrt die Turmstruktur eine starke Anregung durch die Drehung
des Rotorsystems bzw. durch den Turmdurchgang einzelner Rotorbla¨tter.
Beim Entwurf von Offshore-Windkraftanlagen ist fu¨r gro¨ßere Wassertiefen
die Verwendung von aufgelo¨sten Tragstrukturen wie Tripod- oder Jacketkon-
struktionen denkbar. Hinsichtlich der Einwirkung von Extremwellen auf sol-
che Tragstrukturen bietet die Anwendung des vorgestellten Finite-Volumen
– Volumen-of-Fluid Verfahrens die Mo¨glichkeit, die hydrodynamische Be-
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lastung auf die Tragwerkskomponenten zu ermitteln, wobei Abschattungs-
effekte durch einzelne Komponenten der aufgelo¨sten Tragstruktur zu einer
A¨nderung der Wellenbewegung und zu einer Verringerung der Belastung
anderer Komponenten der Tragstruktur fu¨hren ko¨nnen. Desweiteren ist es
sinnvoll, fu¨r die Ermittlung der Wellenkinematik von Extremwellen neben
Wellentheorien Verfahren anzuwenden, die auf einer numerischen Lo¨sung der
beschreibenden Gleichungen beruhen, und dabei auch die dreidimensionale
Entwicklung von Extremwellen zu erfassen. Fu¨r die Modellierung des mecha-
nischen Verhaltens des Meeresbodens bei starker zyklischer Horizontalbela-
stung durch Offshore-Windkraftanlagen u¨ber einen Nutzungszeitraum von 20
bis 25 Jahren ist es notwendig, die Vera¨nderung des Bodenverhaltens u¨ber
einen entsprechenden Zeitraum realistisch abscha¨tzen zu ko¨nnen.
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Anhang A
Singula¨re Integrale (BEM)
In Kapitel 3 wurde auf die Modellierung von Gravitationswellen als Poten-
tialstro¨mung mit freier Oberfla¨che eingegangen und das beschreibende Dif-
ferentialgleichungssystem aufgefu¨hrt. Bei der Diskretisierung dieses Systems
durch die Anwendung der Randelementemethode (BEM) treten bei der Er-
mittlung der Matrixkoeffizienten singula¨re Integrale auf. In diesem Abschnitt
ist die Ermittlung der singula¨ren Integrale fu¨r die in dieser Arbeit verwendete
Diskretisierung dargestellt.
Durch die Diskretisierung der Randformulierung in Gleichung 3.9 erha¨lt man
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[x(ξe)− xl] • n(x(ξe)) (A.3)
gilt.
Fu¨r den Fall, daß x(ξe) → xl, werden die Integrandenfunktionen in Glei-
chung A.1 singula¨r. Der Term A besitzt dann eine logarithmische Singula-
rita¨t (schwache Singularita¨t), der Term B eine 1|r| -Singularita¨t (starke Singu-
larita¨t).
Die auftretenden Integrale mit logarithmischer Singularita¨t (Term A) ko¨nnen
durch Koordinatentransformation regularisiert und dann durch numerische

























































wobei r(ξe) = x(ξe)− xl ist.
















wobei [ζi, wi] gegebene Stu¨tzstellen und zugeho¨rige Wichtungsfaktoren sind.
Ziel ist es, das Integral im letzten Ausdruck in Gleichung A.4 unter Anwen-
dung von Gleichung A.5 numerisch zu integrieren.
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A.1 Teilrand Freie Oberfla¨che
Bei der verwendeten Diskretisierung werden auf der freien Oberfla¨che ΓFS
Zweiknoten-Elemente verwendet. Der geometrische Verlauf des Randes wird
durch kubische Splinefunktionen sowohl fu¨r die Horizontalkoordinate (x(ξe))






















An den Knoten auf der freien Oberfla¨che wird gefordert, daß die partiellen
Ableitungen nach ξ an den Elementu¨berga¨ngen fu¨r das links und das rechts
an den entsprechenden Knoten angrenzende Element gleich sind, sowohl fu¨r
die Polynome der x- als auch der z-Koordinate. Damit ist ein kontinuierlicher
Verlauf mit eindeutigen Steigungen an den einzelnen Knoten gewa¨hrleistet.
Die notwendigen Randbedingungen am linken und rechten Ende der freien
Oberfla¨che werden aus der aktuellen Lage und Neigung von Zu- und Aus-
flußrand (ΓIn und ΓOut, vgl. Abbildung 3.1) ermittelt.
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x(ξe) = ~Ae(ξe + 1)
3 + ~Be(ξe + 1)
2 + ~Ce(ξe + 1) + ~De (A.8)
(x(ξe) = [x(ξe); z(ξe)]



















T ) ergeben sich durch Aufstel-
len eines Gleichungssystems zur Erfu¨llung der genannten Forderungen an
den Knoten der freien Oberfla¨che zur Gewa¨hrleistung der eindeutigen La-
ge der Knoten und der eindeutigen Neigung der freien Oberfla¨che an den
Elementu¨berga¨ngen.
|r(ξe)| (vgl. Gleichung A.4) ist damit eindeutig definiert:
|r(ξe)| = |x(ξe)− xl| =
√
(x(ξe)− xl)2 + (z(ξe)− zl)2 (A.9)
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Schwach singula¨re Integrale entsprechend Gleichung A.4 treten fu¨r die freie













Singularita¨t bei ξe = +1
Zur Anwendung von Gleichung A.5 mu¨ssen die schwach singula¨ren Integrale
einer bestimmten Koordinatentransformation unterzogen werden.
















x(ξe) = ~Ae(ξe + 1)
3 + ~Be(ξe + 1)




































Damit ergibt sich (xl = x(η1 = 0)):
x-Komponente:
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z-Komponente:





























{η1[AxefA(η1) +Bxe fB(η1) + Cxe fC(η1)]}2































Damit la¨ßt sich das schwach singula¨re Integral aus Gleichung A.4 wie folgt
transformieren (fu¨r xl = xe,L):



































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.14 kann unter An-
wendung von Gleichung A.5 ermittelt werden. Das zweite Integral ist regula¨r
und kann mittels Standard-Gaußintegration bestimmt werden.
















x(ξe) = ~Ae(ξe + 1)
3 + ~Be(ξe + 1)
2 + ~Ce(ξe + 1) + ~De
= ~Ae
[
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Man erha¨lt (xl = x(η2 = 0)):
x-Komponente:
x(η2)− x(η2 = 0) = Axe
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Axe (−8η22 + 24η2 − 24)︸ ︷︷ ︸
fA(η2)







z(η2)− z(η2 = 0) = Aze
[







































Aze (−8η22 + 24η2 − 24)︸ ︷︷ ︸
fA(η2)










{η2[AxefA(η2) +Bxe fB(η2) + Cxe fC(η2)]}2
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Das schwach singula¨re Integral aus Gleichung A.18 la¨ßt sich damit wie folgt



































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.19 kann unter An-
wendung von Gleichung A.5 ermittelt werden. Das zweite Integral ist regula¨r,
und es kann mittels Standard-Gaußintegration bestimmt werden.
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A.2 Weitere Teilra¨nder
Auf den Teilra¨ndern ΓIn, ΓBot und ΓOut werden isoparametrische Dreiknoten-
Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen verwendet. Dabei werden wie
















Der geometrische Verlauf des Randes ist innerhalb eines Elementes e dabei
folgendermaßen definiert:
x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe) (A.20)
z(ξe) = ze,1N1(ξe) + ze,3N3(ξe) + ze,2N2(ξe) (A.21)
x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe) (A.22)
(x(ξe) = [x(ξe); z(ξe)]
T , xe,1 = [xe,1; ze,1]
T , xe,3 = [xe,3; ze,3]
T , xe,2 = [xe,2; ze,2]
T ).
Schwach singula¨re Integrale entsprechend Gleichung A.4 treten auf ΓIn, ΓBot
und ΓOut dann auf, wenn xl auf dem linken, mittleren oder rechten Knoten
eines Elementes liegt.
Die Bestimmung der singula¨ren Integrale erfolgt mittels bestimmter Koordi-
natentransformationen.
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x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe)
= xe,1N1(ξe(γ1)) + xe,3N3(ξe(γ1)) + xe,2N2(ξe(γ1))
= xe,1N1(γ1) + xe,3N3(γ1) + xe,2N2(γ1)
= x(γ1) (A.23)
Man erha¨lt (xl = x(γ1 = 0)):
x-Komponente:
x(γ1)− x(γ1 = 0) = xe,1N1(γ1) + xe,3N3(γ1) + xe,2N2(γ1)− xe,1
= xe,1 [N1(γ1)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
+xe,3 N3(γ1)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
+xe,2 N2(γ1)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
= xe,1γ1f1(γ1) + xe,3γ1f3(γ1) + xe,2γ1f2(γ1)
= γ1[xe,1f1(γ1) + xe,3f3(γ1) + xe,2f2(γ1)] (A.24)
z-Komponente:
z(γ1)− z(γ1 = 0) = ze,1N1(γ1) + ze,3N3(γ1) + ze,2N2(γ1)− ze,1
= ze,1 [N1(γ1)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
+ze,3 N3(γ1)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
+ze,2 N2(γ1)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ1=0
= ze,1γ1f1(γ1) + ze,3γ1f3(γ1) + ze,2γ1f2(γ1)
= γ1[ze,1f1(γ1) + ze,3f3(γ1) + ze,2f2(γ1)] (A.25)
Die Ausdru¨cke fu¨r f1(γ1), f3(γ1) und f2(γ1) ergeben sich aus den Ansatz-
funktionen N1(γ1), N3(γ1) und N2(γ1) durch direktes Ausrechnen.





{γ1[xe,1f1(γ1) + xe,3f3(γ1) + xe,2f2(γ1)]}2
























Das schwach singula¨re Integral aus Gleichung A.4 la¨ßt sich folgendermaßen


































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.27 kann mittels Glei-
chung A.5, das zweite durch Standard-Gaußintegration bestimmt werden.
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x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe)
= xe,1N1(ξe(γ2)) + xe,3N3(ξe(γ2)) + xe,2N2(ξe(γ2))
= xe,1N1(γ2) + xe,3N3(γ2) + xe,2N2(γ2)
= x(γ2) (A.28)
Es gilt (xl = x(γ2 = 0)):
x-Komponente:
x(γ2)− x(γ2 = 0) = xe,1N1(γ2) + xe,3N3(γ2) + xe,2N2(γ2)− xe,2
= xe,1 N1(γ2)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
+xe,3 N3(γ2)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
+xe,2 [N2(γ2)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
= xe,1γ2f1(γ2) + xe,3γ2f3(γ2) + xe,2γ2f2(γ2)
= γ2[xe,1f1(γ2) + xe,3f3(γ2) + xe,2f2(γ2)] (A.29)
z-Komponente:
z(γ2)− z(γ2 = 0) = ze,1N1(γ2) + ze,3N3(γ2) + ze,2N2(γ2)− ze,2
= ze,1 N1(γ2)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
+ze,3 N3(γ2)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
+ze,2 [N2(γ2)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ2=0
= ze,1γ2f1(γ2) + ze,3γ2f3(γ2) + ze,2γ2f2(γ2)
= γ1[ze,1f1(γ2) + ze,3f3(γ2) + ze,2f2(γ2)] (A.30)
Die Ausdru¨cke fu¨r f1(γ2), f3(γ2) und f2(γ2) ergeben sich aus den Ansatz-
funktionen N1(γ2), N3(γ2) und N2(γ2) durch direktes Ausrechnen.





{γ2[xe,1f1(γ2) + xe,3f3(γ2) + xe,2f2(γ2)]}2










[xe,1f1(γ2) + xe,3f3(γ2) + xe,2f2(γ2)]
2︸ ︷︷ ︸
[Hx(γ2)]2











Das schwach singula¨re Integral aus Gleichung A.4 kann entsprechend wie



































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.32 wird mittels Glei-
chung A.5, das zweite durch Standard-Gaußintegration.
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Fall 3: (Singularita¨t am mittleren Knoten, xl = x3)
Sofern die Singularita¨t am mittleren Knoten eines Elementes e auftritt, wird
das zu bildende Integral in zwei Summanden aufgespalten. Die beiden Sum-
manden stellen die Integrale vom linken bis zum mittleren und vom mittleren












Fu¨r die beiden Teilintegrale ko¨nnen dann entsprechende Koordinatentrans-
































linker Anteil: (Singularita¨t am rechten Knoten (x3))
x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe)
= xe,1N1(ξe(γ3L)) + xe,3N3(ξe(γ3L)) + xe,2N2(ξe(γ3L))
= xe,1N1(γ3L) + xe,3N3(γ3L) + xe,2N2(γ3L)
= x(γ3L) (A.34)
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Damit ergibt sich (xl = x(γ3L = 0)):
x-Komponente:
x(γ3L)− x(γ3L = 0) = xe,1N1(γ2) + xe,3N3(γ2) + xe,2N2(γ2)− xe,3
= xe,1 N1(γ3L)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
+xe,3 [N3(γ3L)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
+xe,2 N2(γ3L)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
= xe,1γ3Lf1(γ3L) + xe,3γ3Lf3(γ3L) + xe,2γ3Lf2(γ3L)
= γ3L[xe,1f1(γ3L) + xe,3f3(γ3L) + xe,2f2(γ3L)]
(A.35)
z-Komponente:
z(γ3L)− z(γ3L = 0) = ze,1N1(γ3L) + ze,3N3(γ3L) + ze,2N2(γ3L)− ze,3
= ze,1 N1(γ3L)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
+ze,3 [N3(γ3L)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
+ze,2 N2(γ3L)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3L=0
= ze,1γ3Lf1(γ3L) + ze,3γ3Lf3(γ3L) + ze,2γ3Lf2(γ3L)
= γ3L[ze,1f1(γ3L) + ze,3f3(γ3L) + ze,2f2(γ3L)]
(A.36)
Die Ausdru¨cke fu¨r f1(γ3L), f3(γ3L) und f2(γ3L) ergeben sich aus den Ansatz-





{γ3L[xe,1f1(γ3L) + xe,3f3(γ3L) + xe,2f2(γ3L)]}2










[xe,1f1(γ3L) + xe,3f3(γ3L) + xe,2f2(γ3L)]
2︸ ︷︷ ︸
[Hx(γ3L)]2
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Eine Transformation des schwach singula¨ren Integrals aus Gleichung A.37



































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.38 kann unter An-
wendung von Gleichung A.5 ermittelt werden. Das zweite Integral ist regula¨r
und kann mittels Standard-Gaußintegration bestimmt werden.
rechter Anteil: (Singularita¨t am linken Knoten (x3))
x(ξe) = xe,1N1(ξe) + xe,3N3(ξe) + xe,2N2(ξe)
= xe,1N1(ξe(γ3R)) + xe,3N3(ξe(γ3R)) + xe,2N2(ξe(γ3R))
= xe,1N1(γ3R) + xe,3N3(γ3R) + xe,2N2(γ3R)
= x(γ3R) (A.39)
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Komponentenweise erha¨lt man (xl = x(γ3R = 0)):
x-Komponente:
x(γ3R)− x(γ3R = 0) = xe,1N1(γ3R) + xe,3N3(γ3R) + xe,2N2(γ3R)− xe,3
= xe,1 N1(γ3R)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
+xe,3 [N3(γ3R)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
+xe,2 N2(γ3R)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
= xe,1γ3Rf1(γ3R) + xe,3γ3Rf3(γ3R) + xe,2γ3Rf2(γ3R)
= γ3L[xe,1f1(γ3R) + xe,3f3(γ3R) + xe,2f2(γ3R)]
(A.40)
z-Komponente:
z(γ3R)− z(γ3R = 0) = ze,1N1(γ3R) + ze,3N3(γ3R) + ze,2N2(γ3R)− ze,1
= ze,1 N1(γ3R)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
+ze,3 [N3(γ3R)− 1]︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
+ze,2 N2(γ3R)︸ ︷︷ ︸
0 fu¨r γ3R=0
= ze,1γ3Rf1(γ3R) + ze,3γ3Rf3(γ3R) + ze,2γ3Rf2(γ3R)
= γ3R[ze,1f1(γ3R) + ze,3f3(γ3R) + ze,2f2(γ3R)]
(A.41)
Die Ausdru¨cke fu¨r f1(γ3R), f3(γ3R) und f2(γ3R) ergeben sich aus den Ansatz-





{γ3R[xe,1f1(γ3R) + xe,3f3(γ3R) + xe,2f2(γ3R)]}2










[xe,1f1(γ3R) + xe,3f3(γ3R) + xe,2f2(γ3R)]
2︸ ︷︷ ︸
[Hx(γ3R)]2
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Damit la¨ßt sich das schwach singula¨re Integral aus Gleichung A.42 wie folgt



































Das erste Integral im letzten Ausdruck von Gleichung A.43 kann unter An-
wendung von Gleichung A.5 ermittelt werden. Das zweite Integral ist regula¨r
und kann mittels Standard-Gaußintegration bestimmt werden. Damit ko¨nnen
beide Summanden in Gleichung A.33 mittels Gleichung A.38 und Gleichung
A.43 vollsta¨ndig ermittelt werden.
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stark singula¨re Integrale
Bei der Diskretisierung mittels Randelementemethode treten neben den In-
tegralen mit logarithmischer Singularita¨t auch Integrale mit 1|r| -Singularita¨t
auf (Term B in Gleichung A.1).
In dieser Arbeit wird der Ansatz der Rigid Mode Method (RMM) verwendet.
Sofern auf dem Rand das Geschwindigkeitspotential Φ identisch den Wert
Eins annimmt (im diskreten Fall fu¨r den Vektor des Geschwindigkeitspoten-
tials an den Randknoten: Φ = 1), folgt daraus direkt, daß auf dem Rand die
Normalengeschwindigkeit identisch Null ist (im diskreten Fall fu¨r den Vektor
der Normalengeschwindigkeiten an den Randknoten: ∂Φ
∂n
= 0).
Wenn fu¨r eine vorgegebene Randgeometrie Γ in Gleichung 3.14 die regula¨ren
Integrale (z. B. durch Standard-Gaußintegration) und die schwach singula¨ren
Integrale bestimmt sind, stellen die Hauptdiagonalelemente der Matrix H
(stark singula¨re Integrale) und die Koeffizienten der DiagonalmatrixC (Rand-
























1 = 0 (A.45)
bzw.

(h11 + c11) h12 . . . h1K










 = 0 (A.46)
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womit die Hauptdiagonalelemente der Matrix {H+C} bestimmt und somit
alle Matrixkoeffizienten im Gleichungssystem 3.14 bekannt sind.
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